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Um ein schnelles Erscheinen der einzelnen Hefte des Journals zu er- 
möglichen, können wir den Herren Autoren grundsätzlich nur eine Korrektur 
ihrer Beiträge zustellen. Da die Korrekturen seitens der Redaktion, auch hin- 
sichtlich ihres Inhalts, mit größter Genauigkeit gelesen werden, hoffen wir auch 


Sendungen für das Journal erbittet die Redaktion ausschließlich unter der Adresse 
An die Redaktion des Journals für die reine und angewandte Mathematik 


Professor Dr. Kurt Hensel, Marburg (Bez. Cassel), Breiter Weg 7. 





abzu 
die 1 
die ı 
je m 
heite 


und 

möge 
anze: 
mitt« 
servi 
fällt, 
ich | 
verbi 
hinlä 
liche 
netes 
daß 

statt 


die ı 
Unte 
Inter 


währ 
alle ; 
unm 


versto 
Diric} 
lichun 
um ih 
Dirich 
den S 


Jou 








Ein Brief von C. F.Gauss an P.@. Lejeune Dirichlet'). 


Ich habe Ihnen, mein hochgeschätztester Freund, noch meinen verbindlichsten Dank 
abzustatten, sowohl für die gefällige Mittheilung Ihrer schönen Abhandlungen, als für 
die freundlichen Zeilen, womit Sie solche begleitet haben. Beklagen muß ich aber, daß 
die mir gemachte Hoffnung, Sie hier zu sehen, für dießmahl vereitelt ist, desto mehr, 
je mehr ein Zusammensein mit Ihnen in dieser trüben Zeit auch zu meiner eignen Auf- 
heiterung beigetragen haben würde. 

Sıe erwähnen dabei der früher dem Herrn Ärone von mir gemachten Mittheilung 
und der ıhm auferlegten Disceretion. Ich wünsche, daß Sie das letztere nicht ausdeuten 
mögen und explanire deshalb, daß ich, indem ich von vorne her ihm die Erwartung 
anzeigte, daß davon nichts öffentlich bekannt gemacht werde, weder unmittelbar, noch 
mittelbar ın Folge weiterer Mittheilung an andere, nur mir die Möglichkeit habe con- 
serviren wollen, meine Untersuchungen selbst zu publiciren, welche Möglichkeit weg- 
fällt, sobald die Ausarbeitung für mich allen Reiz verloren hat. Mit Vergnügen würde 
ich Ihnen dieselben Gegenstände entwickeln, wozu sich aber jedenfalls zwei Umstände 
verbinden müßten, von Ihrer Seite ein etwas längerer Aufenthalt und von der meinigen 
hinlängliche Muße (und Heiterkeit), um die Gegenstände in die zur Mittheilung erforder- 
liche Ordnung zu bringen, was um so schwieriger ist, da weniges, und gar nichts Geord- 
netes von mir darüber niedergeschrieben vorliegt. Ich kann Ihnen indessen versichern, 
daß ich selbst sehnlich wünsche, daß die Umstände mir die Ausarbeitung bald ver- 
statten mögen. 

Zu allernächst werde ich freilich die wenige Zeit, die mir von andern Geschäften, 
die ich nichtwissenschaftlich nennen muß, übrig bleibt, für die Vollendung einer andern 
Untersuchung verwenden müssen, die inzwischen auch für Sie vielleicht nicht ohne alles 
Interesse sein wird. 

Indem Sie in Ihrem Briefe mehrere Gegenstände der Höhern Arithmetik er- 
wähnen, thut mir das Herz weh. Denn je höher ich diesen Theil der Mathematik über 
alle andern setze und von jeher gesetzt habe, um so schmerzhafter ist es mir, daß - 
unmittelbar oder mittelbar durch die äußern Verhältnisse — ich so sehr von meiner 


!) Der nachstehend in der ursprünglichen Orthographie abgedruckte Brief wurde von dem kürzlich 
verstorbenen Professor der Philosophie an der Universität Göttingen, Leonhard Nelson, einem Urenkel 
Dirichlets, in dessen Nachlaß aufgefunden und der Redaktion der Gaussausgabe zum Zweck der Veröfient- 
lichung in Gauss’ Werken zur Verfügung gestellt. Wir veröffentlichen diesen wichtigen Brief hier vorweg, 
um ihn so rasch als möglich bekannt zu machen und bemerken, daß er die Antwort darstellt auf den Brief 
Dirichlets an Gauss vom 9. September 1838, der im Bande II von Dirichlets Werken (Berlin, 1897) auf 
den Seiten 381, 382 abgedruckt ist. 

M. Brendel, L. Schlesinger. 
Journal für Mathematik. Bd, 159. Heft ı. 1 
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Lieblingsbeschäftigung entfernt bin. Meine Theorie der Anzahl der Classen der qua- 
dratischen Formen, welche ich bereits 1801 besaß, und auf deren Ausarbeitung ich mich 
als auf ein besonders reizendes Geschäft im Voraus freuete, habe ich von einer Zeit zur 
andern hinausschieben müssen. Vor etwa 2 oder 3 Jahren glaubte ich aber die rechte 
Zeit gefunden zu haben, und habe damals wirklich schon ein Stück ausgearbeitet, bei 
welcher Gelegenheit sich mir mehreres Interessantes, ganz Neues darbot (nicht in Be- 
zıehung auf den Bestand der Theorie selbst, welcher seit 1801 vollständig ist, sondern 
ın Beziehung auf die dazu führenden oder einleitenden Wahrheiten). Allein leider mußte 
ıch das Geschäft wıeder abbrechen und habe es bisher noch nicht wieder aufnehmen 
können, so schmerzlich mir dieß auch gewesen ist. Gewiß wissen Sie übrigens auch selbsi 
aus vielfacher eigner Erfahrung, was dergleichen Wiederaufnehmen sagen will, es isi 
damit nicht wie mit Tagelöhnerarbeiten, in denen man jeden Augenblick abbrechen 
und jeden Augenblick wieder anfangen kann. Es gehört dann immer erst viel Anstren- 
ung ulnd] viel freie Zeit dazu, um alles wieder in die vorige Frische zu bringen. 

Was Sıe von Streitigkeiten Poinsots oder Poissons über die Attraction der ellıp- 
ıischen Sphäroide schreiben, ist mir unbekannt geblieben. Ich habe allerdings bein: 
Durchblättern der Com[p]tes Rendus bemerkt, daß von einem solchen Streite die Rede 
war, aber diese Blätter überschlagen, da mir dergleichen Gezänk zuwider ist. In der 
That. so wie mir nichts erfreulicher ist, als wenn ich bemerke, daß jemand die Wissen- 
schaft nur um ihrer selbst willen eultivirt, so ist mir Nichts widerlicher, als wenn Per- 
sonen, die ich sonst wegen Ihrer Talente hochschätze, ihre Kleinlichkeit des Charakters 
zur Schau tragen. 

Indem ich Ihnen von unserm geliebten Weber herzliche Grüße bestelle, empfehle 
ich mich Ihrem freundlichen Andenken 


Göttingen den 2. November 1838. Ganz ergebenst 


C. F. Gauss. 
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Über eindeutige Zerlegung in Primelemente 
oder in Primhauptideale in Integritätsbereichen.') 
Von Helmut Hasse in Halle (Saale). 


In einer kürzlich erschienenen Arbeit hat Fräulein E. Noether ?) eın not- 
wendiges und hinreichendes Kriterium in Gestalt von fünf Axiomen dafür ent- 
wickelt, daß in einem kommutativen Ring R jedes vom Null- und Einheitsideal 
verschiedene Ideal eindeutig in ein Produkt von Primidealen aus R zerlegbar ist. 
Zwei von diesen Axiomen (III, IV) fordern die Existenz eines Einselements und die 
Nichtexistenz von echten Nullteilern in R, also, daß R eın Integritätsbereich 
ist. Unter durchgehender Aufrechterhaltung der letzteren Forderung behandle ich ın 
dieser Arbeit die verwandte Frage nach einem notwendigen und hinreichenden Kri- 
terıum dafür, daß in einem Integritätsbereich % jedes von Null und Einheiten 
verschiedene Element bis auf assoziierte eindeutig in ein Produkt von Primele- 
menten aus \% zerlegbar ist (kurz: daß Z. P.-E. in $% gılt). 

In $1 Jleite ich hierfür zunächst ein hinreichendes Kriterium her, das sich) 
ın $2 — über das beabsichtigte Ziel hinaus — sogar als hinreichend dafür erweist. 
daß ın % jedes Ideal Hauptideal ist und daß somit jedes vom Null- und Einheitsideal 
verschiedene Ideal aus {% eindeutig in ein Produkt von Primhauptidealen aus ‘% zer- 
legbar ist (kurz: daß Z. P.-H. in % gilt). Hiernach ist dieses Kriterium nicht zu- 
gleich notwendig für die Gültigkeit von Z. P.-E. in $%; denn in den Integritäts- 
bereichen der ganzen rationalen Funktionen von mehr als einer Unbestimmten mit 
Koeffizienten aus einem Körper (oder von beliebig vielen Unbestimmten mit Koeffi- 
zienten aus einem Integritätsbereich mit Z. P.-E.) gilt zwar Z. P.-E., aber nicht Z. P.-H. 
Das Kriterium von $1 stellt sich jedoch in $3 als zugleich notwendig wenigstens 
für Z. P.-H. heraus. Daraus ergibt sich in $4 die Notwendigkeit dieses Kriteriums 
auch für Z. P.-E. unter besonderen Voraussetzungen über % und speziell — als Neben- 


!) Den Anlaß zu dieser Arbeit bildete eine mir durch Herrn K. Hensel vermittelte mündliche Be- 
merkung Herrn E. Zermelos, dab man zum Nachweis der Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung im Bereich 
der natürlichen Zahlen den Euklidischen Algorithmus (und auch die ihm zugrundeliegende Divi- 
sion mit Rest) nicht benötigt. vielmehr mit der Tatsache auskommt, daß aus O<b<a folgt 
0<a—b<.a (siehe S.6, Anm.). Derselbe Gedanke findet sich übrigens, wenn auch noch nicht in der 
einfachen Zermeloschen Form bei L. Kronecker (Vorl. über Zahlenth., Leipzig 1901, S. 70—72). 

2) Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und Funktionen- 
körpern. Math. Ann. 96 (1926). — Im folgenden zitiert mit N, 

j; 
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resultat der allgemeinen Untersuchungen — ein notwendiges und hinreichendes 
Kriterium dafür, daß ein algebraischer Zahlkörper endlichen Grades die 
Idealklassenanzahl 1 hat. In $5 zeige ich schließlich, daß das hinreichende 
Kriterium von $1 unter Voraussetzung von Z. P.-E. für %, wenn auch nicht notwendig 
ın %, so doch wenigstens notwendig in dem (dann vorhandenen) Funktionalbereich !) 
(2) erfüllt ıst. Diese Erkenntnis liefert aber natürlich nicht etwa ein not- 
wendiges und zugleich hinreichendes Kriterium für Z. P.-E. in dem Erfüllt- 
sein des Kriteriums von $1 in %(xz), weil ja bei irgendwie vorgegebenem $% ein Funk- 
tionalbereich %(x) nicht sinnvoll definierbar ist, vielmehr nur dann, wenn die Gültig- 
keit von Z. P.-E. ın % vorausgesetzt wird (und bei endlicher algebraischer Erweite- 
rung 1. Art solcher %), und weil somit die Deutung als hinreichendes Kriterium 
a fortiori unmöglich ist. 

Für die Aufstellung eines allgemeinen, zugleich notwendigen und hinreichenden 
Kriterrums für Z. P.-E. hat man vor allem diejenigen Fälle zu berücksichtigen, in 
denen zwar Z. P.-E. aber nicht Z. P.-H. gilt, d. h. insbesondere die schon oben ge- 
nannten Integritätsbereiche ganzer rationaler Funktionen. Ein erster Schritt in dieser 
Richtung, der die Verallgemeinerungsfähigkeit des in dieser Arbeit gegebenen Kri- 
terıums auf solche Fälle schon erkennen läßt, wird in der im vorigen Bande dieses 
Journals erschienenen Arbeit von Herrn Hensel: Über eindeutige Zerlegung in 
Primelemente getan. 





Es seien noch folgende Bezeichnungsfestsetzungen und Erklärungen voran- 
gestellt: 


Griechische Buchstaben (außer den Funktionszeichen 9, y, x) bezeichnen durch- 
weg Elemente aus %, speziell e das Einselement. 


Ferner bedeutet 
Primelement ein von Null und Einheiten verschiedenes Element aus %, das außer 
Einheiten und assoziierten keine Teiler hat, 
Primhauptideal ein aus einem Primelement abgeleitetes Hauptideal in 5. 
Der letztere Begriff fällt bei Voraussetzung von Z. P.-E. mit dem Begriff: Primideal?) 
und bei Voraussetzung von Z. P.-H. überdies mit dem Begriff: einfaches Ideal?) 


(beidemal vom Null- und Einheitsideal verschieden) im E. Noetherschen Sinne zu- 
sammen, so daß im letzteren Falle die E. Noetherschen fünf Axiome erfüllt sind ®). 


Schließlich bedeutet für $ #0 
a, ß teilerfrei, daß a und 8 außer Einheiten keine gemeinsamen Teiler haben, 
aprım zu ß°), daß aus ß/ay folgt ß/y, 
a, ß teilerfremd ®), daß (a,ß) = (e), d.h. ua+vß=e. 
Aus: a prim zu ß folgt: a, ß teilerfrei, aber nicht notwendig ın umgekehrter 


Richtung; letzteres jedenfalls, wenn Z. P.-E. gilt. 


Aus: a, ß teilerfremd folgt: «a prim zu ß und: a, ß teilerfrei, aber nıcht not- 
wendig in umgekehrter Richtung; letzteres jedenfalls, wenn Z. P.-H. gilt ?). 


!) Den Hinweis auf diese Tatsache verdanke ich einer brieflichen Mitteilung von Fräulein E. Noether. 
2) N. 8. 48. s) N., 8. 58. %N,89. 
MD. 5 4b. 6) N,S. 4, ’) N., S. 50. 
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S 1. Hinreichendes Kriterium für Z. P.-E. in }. 
Satz 1. Damit Z. P.-E. in % gilt, ist hinreichend, daß eine reell- 
wertige Funktion xy der Elemente von ‘\% erklärbar ist, der die folgen- 
den Eigenschaften zukommen: 


(1) x(a)=0; xla)=0 dann und nur dann, wenn a —=0 
(2) x(aß) =x(e)x{P) 
(3) dıe Menge der reellen Zahlen x(a) häuft sich höchstens 


gegen + ©!) 
(4) zu je zwei Elementen a, ß mit 
z(a) = y(P) > 0 
existieren zwei Elemente u,», so daß 
(va—uß) <x(a),, »prım zu ß. 


Beweis: Das Kriterium des Satzes sei in % erfüllt. Dann folgt: 


a) Die y-Werte. 


Es ıst 
(5) (a)Z1 füra$t. 
Wäre nämlich x(a) <1 für eina$#+0, so folgte aus (2) unter Beachtung von (1) die 
Existenz einer unendlichen Folge verschiedener x-Werte: y(a) > x(a?)> xla?)>--:->(0, 


die sich gegen 0 häuft, entgegen (3). 


b) Die Einheiten. 

Es ıst 

(6) n Einheit dann und nur dann, wenn x(n) =1. 
Nach (1), (2) ist nämlich zunächst x(e) =1. Ist ferner n Einheit, d.h. nfe, so ıst 
nach (2), (5) x(n) = 1. Ist umgekehrt y(n) = 1, so existieren nach (4) zwei Elemente 
u, v, so daß 

«ve— un) <x(e) =1. v prım zu n, 
also nach (5) 
ve—un=V\V. 


Daraus folgt »/ve und somit, weil » prim zu nist, n/e. Es ıst also dann 7 Einheit. 


ec) Möglichkeit der Zerlegung. 

Angenommen, nicht jedes von Null und Einheiten verschiedene Element be- 
säße (mindestens) eine Zerlegung in Primelemente. Dann existierte nach (3) ein von 
Null und Einheiten verschiedenes Element y mit minimalem x(y), das keine solche 
Zerlegung zuläßt. Dies y ist dann kein Primelement, besitzt also eine Zerlegung 

= Yıla 
in zwei von Einheiten verschiedene, zu y nicht assoziierte Faktoren y,,y.- Nach (2), 
(3), (6) ist dabeı 
I <eyı) <a), IS) sel), 
so daß y,,y; wegen der Minimaleigenschaft von y Zerlegungen 
id Bl De, u 4 Bullen Se 


!) Anstelle von (3) könnte von vorneherein auch die Forderung treten. daß 4 eine ganz-rational- 
wertige Funktion ist, ohne daß dadurch die folgenden Entwicklungen beeinflußt würden. 
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ın Primelemente besitzen. Daraus ergibt sich aber durch Zusammensetzung eine Zer- 
legung ZT’ Ay KH 


von y in Primelemente. was der Auswahl von y widerspricht. 


d) Eindeutigkeit der Zerlegung!). 

Angenommen. die Zerlegungen der von Null und Einheiten verschiedenen Ele- 
mente in Primelemente wären nicht durchweg im angegebenen Sinne eindeutig. Dann 
existierte nach (3) ein von Null und Einheiten verschiedenes Element y mit mini- 
malem x(y). das zwei wesentlich verschiedene solche Zerlegungen 

yarn:  mM=i:: 
besitzt. Dabei ist kein x; zu einem z; assoziiert, weil sonst nach (2) durch Wegdivision 
die Existenz eines von Null und Einheiten verschiedenen y’ mit x(y') <x(y) und 
zwei wesentlich verschiedenen Zerlegungen in Primelemente folgte. Ist nun etwa 
x(t,) >: 2(%,), so existieren nach (4) zwei Elemente u, », so daß 


y(iva, — ur) <xl),;, v prim zu %. 
Bildet man dementsprechend das Element 
y = (1 — URAN = Hl’ u — UN: T), 
so ıst einerseits nach (2) xy) <x(y). 


Andererseits liefert die obige Definitionsgleichung für y’ zwei wesentlich verschiedene 
Zerlegungen von y’ in Primelemente, wenn man den ersten Faktor links und den zweiten 
Faktor rechts (irgendwie) in Primelemente zerlegt (sofern sie nicht Einheiten sind). 
Denn in der Zerlegung rechts kommt der Primfaktor x, vor. Dieser ist nach dem 
Gesagten zu den Primfaktoren ,,....7, links nicht assoziiert, aber auch nicht zu 
einem Primfaktor irgendeiner Zerlegung des ersten Faktors vr, — u x, links; denn sonst 
wäre #,/(vz, — ux,), also x,/vr, und daher, weil » prim zu x, ist, x,/z,, also da beides 
Primelemente sind, x, assoziiert zu 7, entgegen dem Gesagten. Da nun schließlich 
y’ +0 (aus y’ =0 folgte vr, = ux,, also wie eben: x, assoziiert zu z,) und keine Ein- 
heit (weil x,/y’) ist, ist also y’ ein von Null und Einheiten verschiedenes Element mit 
zwei wesentlich verschiedenen Zerlegungen in Primelemente und x(y’) <yx(y). Die 
Existenz eines solchen y’ widerspricht aber der Minimalauswahl von 7. 


S2. Hinreichen des Kriteriums von Satz1 für Z. P.-H. in %. 


Satz 2. Das Kriterium von Satz 1 ist überdies hinreichend dafür. 
daß in % jedes Ideal Hauptideal ist, daß also Z. P.-H. in $% gilt. 


Beweis: Das Kriterium von Satz 1 sei in {% erfüllt. Dann folgt: 


a) Verschärfte Form der Eigenschaft (4). 
(4’) zu je zwei Elementen a, ß mit 
x(a) > z(B) > 0 
existieren zwei Elemente u’, »v’, so daß 
(va — u'B) <x(ß), v' prim zu ß. 
Nach (3) existieren nämlich zwei Elemente w’, »' mit minimalem x(v’a — w’ß) der- 
art, daß v’ prim zu ß. Wäre dann 


!) Die folgende Schlußweise ist im Spezialfalle, daß %% der Integritätsbereich der ganzen rationalen 
Zahlen und 4(«) = «| ist, so daß in (4) stets v=1, u= +1 und für <>0, $>0 auch u=1 ge- 
wählt werden kann. die a. S. 5, Anm. 1 angeführte Bemerkung Herrn Zermelos. 
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va — u PB) xr(P): 
so existierten nach (4) zwei Elemente u, », so daß 
x(vv’a — (vu’ + u)ß) <ylva— u PB). »v prim zu ß. 
Da mit »’ und » auch »»’ prim zu ß ist, steht das in Widerspruch mit der Minimal- 
auswahl von uw’, v’. 


b) Hauptidealeigenschaft. 

Es genügt, diese für die Ideale a + (0) in % nachzuweisen. Nach (3) existiert 
dann inaein +0 mit minimalem x(ß). Ist nun «=F0 irgendein Element aus a, so 
ist x(a) Zy(ß) > 0. Daher existieren nach (4’) zwei Elemente u’, v’, so daß 

x(va— u'ß) <yx(ß), »’ prim zu ß. 
Da va — u’ß ebenfalls zu a gehört, ist dann wegen der Minimalauswahl von ß 
va—uß=0, 
also ß8/v’a und daher, weil »’ prim zu ß ist, ß/a, woraus die Hauptidealdarstellung 
a = (ß) folgt. 


$ 3. Notwendigkeit des Kriteriums von Satz 1 für Z. P.-H. in $%. 
Satz 3. Das Kriterium von Satz 1 ıst nicht nur hinreichend, 
sondern auch notwendig dafür, daß Z.P.-H. ın 5 gılt. 
Beweis: Es gelte Z. P.-H. in %, also auch einerseits Z. P.-E., andererseits die 
E. Noetherschen fünf Axiome (S. 4). Dann kann eine reellwertige Funktion y der 
Elemente von ‘% eindeutig wie folgt erklärt werden: 
(0) =) 
y(n) =1 für die Einheiten 7 
(7) x(z) = p, mit reellem p„ > 1, aus einem Wertevorrat von 
sich höchstens gegen + © häufenden reellen 
Zahlen >41, für die Primelemente x: dabei 
Pa = P,„. für assoziierte nz, = 
z(a) = Py,'"Pn, wenna=n,..n, die (bis auf assoziierte 
eindeutige) Zerlegung eines von Null und 
Einheiten verschiedenen «a in Primelemente. 





Dieser Funktion x kommen nach ihrer Erklärung die Eigenschaften (1), (2), (3) von 
Satz 1 (sowie auch (5), (6)) zu. Es bleibt also nur noch das Erfülltsein der Eigen- 
schaft (4) für sie nachzuweisen. Seien dazu, wie in (4) vorausgesetzt, zwei Elemente 
a, ß mit x(a) >y(ß) > 0 
vorgegebenen. Ist dann ß/a, also a = uß, so ist 

" =xla— up) <x(P), 


also (4’) und um so mehr (4) mit » =1 erfüllt. Ist aber nicht ß/a und wird gemäß der 
Voraussetzung Z. P.-H. über % das Ideal (a, $) als Hauptideal (ö) dargestellt, so ist 


x(6) <x (P)- 


Denn wegen ö/ß ist jedenfalls y(ö) =y(ß) nach (2); aus xy(ö6) = x(ß) folgte aber nach 
(6), daß ö zu ß assoziiert, also wegen ö/a auch f/a wäre. Die Relation (a, $) = (6) 
bedeutet nun die Existenz zweier Elemente w,, ?,, so daß 


a —WmPß = 9 
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ıst, und dabei ist, wenn a=ad, B=Prö 
gesetzt wird, Yon — Mh =E; 
also jedenfalls »,. ß, teilerfremd. Durchläuft nun x die verschiedenen der Prim- 


faktoren von ö, die auch in »,, also nicht in ß, aufgehen, x’ die verschiedenen der 
übrigen Primfaktoren von ö, so gibt es ein 2, so daß 


»=41 modxz, A=0 mod + 
für alle diese x, #’ gilt. Denn weil die Primelemente x und x’ zu je zweien teilerfremd 
sind (S. 4), läßt sich der Restklassenring nach dem Produkt aller x und x’ als direkte 
Summe der Restklassenringe nach den einzelnen x und x’ darstellen !), also insbesondere 
das angegebene Kongruenzensystem auflösen. Setzt man dann 


v=ntAßs M=Mot Am, 

so ıst nach obigem einerseits 

va— uß = ölvay — ußo) = Ölvaag — Moßo) = 6, 
also ıwa— up) <x(P);, 
andererseits », ß teilerfremd. Denn sonst wären », ß auch nicht teilerfrei (S. 4), also 
durch mindestens ein Primelement x gemeinsam teilbar. Dies x ginge also in ß = ß,Ö 
auf, könnte aber weder zu den Primfaktoren von ß, gehören, da diese wegen 
(#9 Bo) = (e) nicht in »,, also auch nicht in » aufgehen, noch zu den obigen Prim- 
faktoren x von ö, da diese in »,, aber nach Konstruktion nicht in Aß,, also auch nicht 
ın » aufgehen, noch zu den übrigen Primfaktoren #’ von ö, da diese nach Konstruktion 
in Aß,, aber nicht in »,, also auch nicht in » aufgehen. Somit kann es ein solches z 
nicht geben. Damit ist das Erfülltsein von (4’) und um so mehr (4) sogar mit », ß 
teilerfremd nachgewiesen ?). 

Beı Voraussetzung von Z. P.-H. (oder auch nur Z. P.-E.) in $% ist offenbar die 
ın (7) erklärte Funktion xy die allgemeinste reellwertige Funktion mit den Eigen- 
schaften (1), (2), (3), (6) ?) von $ 1. Daher gilt über Satz 3 hinaus: 

Korollar. Damit Z.P.-H. in % gilt, ist sogar notwendig (und nach 
Satz 2 natürlich auch hinreichend), daß jede reellwertige Funktion 
x der Elemente von % mit den Eigenschaften (1), (2), (3), (6) von $1A die 
(einander gleichwertigen) Eigenschaften (4), (4’) hat. 


$ 4. Notwendigkeit des Kriteriums von Satz 1 für Z. P.-E. 
unter besonderen Voraussetzungen über %. 


Satz 4. Ist speziell in % ein Teilkörper $, der auch der Nullkörper 
sein darf, von der Art enthalten, daß % moda für jedes «a=F0 von end- 
lichem Rang r, in bezug auf $ ist, so ist das Kriterium von Satz 1 
für die spezielle Funktion 
x(0) = 0 
fe falls 8 der Nullkörper, also r„ die dann 








(8 iR endliche Restklassenanzahl mod a, 
x(a) = | Ban 
| >". falls 8 nicht der Nullkörper, mit univer- 
| sellem reellem p>1, 
1) N,S. 42. 


®) Daß sogar (4’), nicht nur (4) erfüllt ist, kann nach $ 2 nicht Wunder nehmen; ebenso nach 
S. 4 nicht, daß sogar v, $ teilerfremd, nicht nur » prim zu # gewählt werden kann. 
3) Die Eigenschaft (5) braucht als Folge aus (1), (2), (3) nicht mit aufgezählt zu werden. 
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d.h.also das Erfülltsein der (einander gleichwertigen) Eigenschaften (4), 
(4°) für diese spezielle Funktion, nicht nur hinreichend, sondern auch 
notwendig nicht nur dafür, daß Z.P.-H., sondern auch dafür, daß Z.P.-E. 
in % gilt. 

Beweis: 

a) Notwendigkeit für Z. P.-H. 

Es gelte Z. P.-H. in einem solchen speziellen %. Nach Satz 3 genügt es dann zu 
zeigen, daß die spezielle Funktion (8) unter die allgemeinen Funktionen (7) von $3 
fällt, wonach dann insbesondere die Eigenschaften (1), (2), (3) von selbst für sie erfüllt 
sind, wie in der Formulierung des Satzes schon zum Ausdruck gebracht. Setzt man 
nun in (7) für die p_ die nach (8) zu den x definierten Werte r„ bzw. p"” (wobei die 
Endlichkeitsbedingung für die p, in (7) ersichtlich erfüllt ist), und ist (0,5 für die m, 
aus (7) je ein vollständiges System inkongruenter, in bezug auf f linear unabhängiger 
Elemente mod x;, so ist ersichtlich 


0,8 +m,{o,} + 2ı722{0,} u a ne On 
falls 8 der Nullkörper (also e nicht in $). 
u iO, aloe 10.) 


falls St nicht der Nullkörper (also e in &). 
ein ebensolches System mod a für das a aus (7). Es ist also für dieses «a 
Ya =Tn° "In: falls 8 der Nullkörper, 
=rn,t°'' tra: falls $t nicht der Nullkörper, 
und daraus folgt ohne weiteres, daß die spezielle Funktion (8) für die von Null und 


Einheiten verschiedenen a unter die allgemeinen Funktionen (7) fällt. Dies gilt aber 
auch für O trivialerweise und für die Einheiten n, weil offenbar 


„1, falls & der Nullkörper (also 0 das einzige mod n in bezug auf $t linear 
unabhängige Element), 


r„—0, falls nicht der Nullkörper (also kein Elementsystem mod n in bezug 
auf $ linear unabhängig). 


b) Notwendigkeit für Z.P.-E. 

Sei Z. P.-E. in einem solchen speziellen % erfüllt. Nach dem schon Bewiesenen 
genügt es dann zu zeigen, daß auch Z. P.-H. in $ erfüllt ist, also, daß in {% jedes Ideal 
Hauptideal ist. 

Seien dazu zunächst a, ß, zwei von Null verschiedene teilerfreie Elemente. 
Wegen der Voraussetzung Z. P.-E. über % ist dann auch «a, prim zu ß, (S.4). Da 
ferner zufolge der speziellen Voraussetzung über % die E. Noetherschen Axiome I, II und 
natürlich III in % erfüllt sind !), sind sogar a,, ß, teilerfremd ?), d.h. (ag. Bu) = (E) 
das Einheitsideal. 


!) Siehe dazu E. Noether, Der Diskriminantensatz für die Ordnungen eines alge- 
braischen Zahl- oder Funktionenkörpers, ds. Journ. 157 (1927), (1. Jubiläumsband), $2. In 
dem dort nicht berücksichtigten Fall, daß 8 der Nullkörper ist, gelten die dortigen Entwicklungen, sinn- 
gemäß übertragen, uneingeschränkt. — Hieraus ergibt sich das Erfülltsein von Ax. I, Il (und zwar II ohne 
die Einschränkung auf Ideale +0) im Restklassenring mod. « für jedes « +0; das hat aber das Erfüllt- 
sein von Ax. 1, II (und zwar II mit der Einschränkung auf Ideale #0) in $ zur Folge (X., S 4), wenn 
man noch hinzunimmt, daß jedes Ideal a +0 Teiler eines Elementes « #0 ist. 

2) N., S. 50. 
Journal für Mathematik. Bd. 159. Heft ı. 2 
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Sind ferner «, ß irgend zwei von Null verschiedene Elemente und ö das (bis auf 
assozuierte eindeutig bestimmte) Produkt ihrer gemeinsamen Primteilerpotenzen, so 
daß die aus a = ayß, P = Bud 
bestimmten Elemente «a,. ß, teilerfrei sind, so ergibt sich nach obigem die Haupt- 
ıdlealdarstellung (a, ß) = (6). 

Sind schließlich «a, ß,... beliebig viele von Null verschiedene Elemente, so 
lolgt aus obigem sukzessive, daß auch (a, ß,...) = (6) Hauptideal ist, wenn man für 
den Fall einer unendlichen Idealbasis «a, ß,... noch hinzunimmt, daß die sukzessiven 
„Abschnittshauptideale“ eine ‚‚Teilerkette‘‘ bilden, die wegen der Gültigkeit von 
/.. P.-E. von einer Stelle an lauter übereinstimmende Glieder haben muß !). 


Bemerkung: Wie aus dem Beweise ersichtlich, ist die Gültigkeit von Satz 4 un- 
abhängig von der speziellen Auswahl (8) der Funktion y, und es gilt demgemäß auch 
hinsichtlich Satz 4 Entsprechendes, wie hinsichtlich Satz 3 in dessen Korollar festgestellt 
wurde. Die spezielle Funktion (8) wurde nur deshalb besonders hervorgehoben, um zu 
zeigen, wie sich die aus der speziellen Algebra bekannten ‚„Anordnungsfunktionen“, 
nämlich 














ß | st | % 
dıe ganzen rationalen Zahlen ‚der Nullkörper la| 
allgemeiner: 
die Ordnungen (von gleichem Grade wie die Haupt- _ E 'N(a)! 


ordnung) eines algebraischen Zahlkörpers endlichen 
Grades 








die ganzen rationalen Funktionen einer Unbe- der Koef- gen. 
stimmten mit Koeffizienten aus einem Körper fizientenkörper (für a#0) 
u | 

allgemeiner: | 

die Ordnungen (von gleichem Grade wie die Haupt-  p@rad von Na) 
ordnung) eines algebraischen Funktionenkörpers end- R 5 (für «a#+0) 


lichen Grades einer Unbestimmten mit Koeffizienten 
aus einem Körper 


der hier gegebenen allgemeinen Theorie einordnen. 


Insbesondere ergibt sich hiernach: 


Korollar. Damit in der Hauptordnung $ eines algebraischen Zahl- 
körpers endlichen Grades die Idealklassenanzahl 1 ist, ist notwendig 
und hinreichend, daß die Funktion (a) = |N(a)| in % die (einander gleich- 
wertigen) Eigenschaften (4), (4) hat. 

Es sei noch besonders hervorgehoben, daß die Bedingungen (1)—(4) von Satz 1 
nicht identisch sind mit denjenigen Bedingungen, die man zur Aufstellung eines nach 
fallenden y-Werten laufenden Euklidischen Algorithmus (oder auch nur der ihm 
zugrundeliegenden Division mit Rest) in % zugrundelegen müßte. Hierzu wäre 
vielmehr neben (1), (2), (3) über (4) und (4°) hinaus zu fordern, daß man ın (4’) mit 
v = e auskommt, d.h. 


') Der letzte Schluß ist übrigens entbehrlich, da der Beweis von Satz 3 nur von der Tatsache 
(jebrauch macht. daß jedes zweigliedrige Ideal («, #) Hauptideal ist. 
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(4”) zu je zwei Elementen a, ß mit 


existiert ein Element u, so daß 


x(a—uß) <x(P) '). 


Da unter der Voraussetzung (4”) auch (4) und (4’) erfüllt sind, ist auch (4”) mit (1), 
(2), (3) hinreichend für die Gültigkeit von Z. P.-E. und Z. P.-H. in %. Dagegen darf (4) 
oder (4’) in dem speziellen notwendigen Kriterium von Satz 4 nicht durch (4’”) ersetzt 
werden, wie das von AR. Dedekind ?) angegebene Beispiel des Integritätsbereiches 
der ganzen algebraischen Zahlen des durch Y —19 erzeugten algebraischen Zahlkörpers 
zeigt, in dem zwar Z. P.-E. und Z. P.-H. gelten, aber ein Euklidischer Algorithmus 
nach fallenden Normbeträgen nicht aufstellbar ist, eben weil (4”) nicht durchweg erfüllt 
ist. Ob man in dem allgemeinen notwendigen Kriterium von Satz 3, d.h. bei unbe- 
stimmt gelassener Funktion y mit (4”) an Stelle von (4) oder (4°) auskommt, bleibt 


dahingestellt. 


S 5. Notwendigkeit des Kriteriums von Satz 1 in $(&) für Z. P.-E. in \. 

Satz 5. Gilt Z.P.-E. ın $, so ist das Kriterium von Satz 1 erfüllt 
ım (dann vorhandenen) Funktionalbereich $(x), d.h. im Integritäts- 
bereich aller rationalen Funktionen einer Unbestimmten x mit Koeffi- 
zienten aus %, deren Nennerkoeffiziententeiler im Zählerkoeffizienten- 
teiler aufgeht. 

Beweis: Nach Satz 3 genügt es zu zeigen, daß aus der Gültigkeit von Z. P.-E. in / 
die Gültigkeit von Z. P.-H. ın %(z) folgt. Sind nun (x), y(x) irgend zwei von Null 
verschiedene Elemente aus (x) (Funktionale) und a, ß die nach Definition von %(x) 
zu % gehörigen und bis auf assoziierte in {% eindeutig bestimmten Quotienten ihrer 
Zähler- und Nennerkoeffiziententeiler, so sind 9,a und y, ß je zueinander in (x) 
assoziiert, also (9, y) = (a, ß). Weiter ist aber (a, ß) = (a + öx) Hauptideal in (x). 
wie aus der Darstellung von «a + 8x als lineares Kompositum von a, ß und aus den 
umgekehrten Darstellungen 


a B 
1 = DL . n— > DIE ———— 
( (a B ) jr + Bx B (a ßx at Ba 
von a, ß als lineare Komposita von a + ßx hervorgeht, in welch’ letzteren ja die 
zweiten Faktoren zu (x) gehören. Somit ıst auch (g(x). y(x)) = (a + x) Haupt- 


ıdeal in x). 

Wie aus dem Beweise von Satz 4, b) hervorgeht, ist der Übergang zum Funk- 
tionalbereich (x) ın Satz 5 nicht erforderlich, wenn in % die E. Noetherschen Axiome 
I, II erfüllt sind, da dann wie dort aus der Gültigkeit von Z. P.-E. in $ auch die von 
Z. P.-H. folgt. Andernfalls ist aber jener Übergang erforderlich; denn ist das Kri- 

x 


terrum von Satz 1 schon in % erfüllt, so gilt nach Satz 2 sogar Z. P.-H. in %, also 
insbesondere die E. Noetherschen Axiome I, II. Es gilt somit: 


') Nach einem entsprechenden Schluß. wie im Beweis zu Satz 2 unter a) würde auch die ent- 
sprechende Verschärfung von (4) (anstelle (4”)) genügen, d.h. (4°) mit 2 («) statt 2(3) rechts in der zweiten 
Ungleichung. 

®) Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie (4. Aufl. Braunschweig 1894), 
Supp. XI, $ 159, S. 451. 


u)* 


-_ 
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De 


Korollar. Der Übergang zum Funktionalbereich $(x) ist.in Satz5 dann 
und nur dann nicht erforderlich, wenn in $ die E. Noetherschen Axiome 
I, II (der sog. Doppelkettensatz modulo jedem vom Nullideal verschiede- 
nen Ideal) erfüllt sınd. 


Diese Tatsache interessiert, als Bedingung für die Ideale in S, in der vor- 
liegenden, mit den Elementen von % beschäftigten Untersuchung weniger; sie 
sei nur als Richtlinie für die Einordnung der im vorstehenden entwickelten Theorie 
in die E. Noethersche allgemeine Idealtheorie angeführt. In derselben Hinsicht sei 
ferner bemerkt, daß in der vorliegenden Untersuchung die Bedingung (3) von Satz 1 
(nebst (1), (2)) die Rolle der E. Noetherschen Axiome I, II übernimmt, also sinngemäß 
als Doppelkettensatz für die (von Null verschiedenen) Elemente zu bezeichnen 
wäre, und ebenso die Bedingung (4) von Satz 1 (nebst (1), (2), (3)) die Rolle des 
E. Noetherschen Axioms V (ganz-algebraische Abgeschlossenheit von {% in seinem 
(Juotientenkörper). 

Bemerkung: Auch hinsichtlich Satz 5 (und des Korollars) gilt natürlich Ent- 
sprechendes, wie hinsichtlich Satz 3 in dessen Korollar festgestellt wurde. 


Nachtrag bei der Korrektur. Auf Grund einer Besprechung mit Herrn 
A. Plessner füge ich noch folgende Bemerkung an: Die Einschränkung ‚‚» prim zu ß“ 
ın (4), (4°) ist zwar erforderlich, wenn man den Kronecker-Zermeloschen Gedanken 
(S. 3, Anm. 1 und S.6, Anm.) zum Beweis von Satz1 verwenden und dadurch 
die in der elementaren Zahlentheorie und Algebra (S.10, 1.u.3. Beisp.) bisher üb- 
liche Schlußkette in sehr erwünschter Weise abkürzen will. Mehr als diese metho- 
dische Bedeutung kommt aber jener Einschränkung nicht zu. Sachlich sind 
nämlich (bei Zugrundelegung von (1), (2), (3)) die einander gleichwertigen Bedingungen 
(4), (4’) auch gleichwertig mit 

(4”’) zu je zwei von Null verschiedenen Elementen og, ß, für die nicht 

Pla ist, existieren zwei Elemente u, », so daß 


0 <yxpa—uß) <x(P). 


linerseits folgt (4’”’) ohne weiteres aus (1), (4), (4°). Andererseits folgt aus (1) —(3) 
und (4”’) wieder (5) und, ähnlich wie a. S. 5, b) auch (6), ferner, ähnlich wie 
a.8.7, b), daß jedes Ideal Hauptideal ist, und daraus dann in der üblichen Weise 
7. P.-H., also (4), (4’) nach Satz 3. 




















& 15 


Uber den Wertevorrat 
von Potenzreihen im Gebiet der p-adischen Zahlen. 


Von Reinhold Straßmann ın Berlin. 


S 1. Problemstellung. 


Sei fa) =#+ a, + +9=0 
irgendeine in X(p) irreduzible Gleichung mit Koeffizienten aus Ä(1) und « eine Wurzel 
der Gleichung im Körper der algebraischen Zahlen. Dann bildet die Gesamtheit der 
rationalen Funktionen von a mit Koeffizienten aus Ä(p) einen Körper Ka, p), der 
algebraisch vom /-ten Grade über Ä(p) ist. Jedes Element A aus Ä(a, p) genügt einer 
eindeutig bestimmten irreduziblen Gleichung in Ä(p), deren Grad !’ ein Teiler von / 
ist, und erzeugt durch Adjunktion zu K(p) einen Körper !’-ten Grades über Ä(p). In 
dem Körper Ä(A, p) und seinen Elementen ist die allgemeinste Definition des p-adischen 
algebraischen Zahlkörpers und der p-adischen algebraischen Zahlen enthalten !). 

Von dieser zuerst von Hensel in der „Theorie der algebraischen Zahlen‘ gegebenen 
grundlegenden Definition gehe man aus. In einer kürzlich veröffentlichten Arbeit ..Zur 
Theorie der z-adischen Zahlen‘ ?) habe ich einen Körper M konstruiert, der die folgenden 
Eigenschaften hat: Er ist ein kleinster algebraisch abgeschlossener Körper über K(p) 
im Steinitzschen Sinn, er enthält den Körper x aller algebraischen Zahlen und alle 
p-adischen algebraischen Zahlkörper als Teilkörper in sich und besteht genau aus der 
Gesamtheit aller p-adischen algebraischen Zahlen im oben definierten Sinn. Die Kon- 
struktion, die lediglich den Körper K(p). die Zerlegung der ganzen rationalen Funk- 
tionen in K(p) in ihre irreduziblen Faktoren und die ersten Elemente der Galoisschen 
Theorie voraussetzt, erfolgt durch ein einstimmiges Zuordnungssystem von algebrai- 
schen Zahlen und in Ä(p) irreduziblen Gleichungen. Ich bemerke noch, daß mit Hilfe 
der Idealtheorie die Konstruktion eines kleinsten algebraisch abgeschlossenen Körpers 
über Ä(p), der den Körper St aller algebraischen Zahlen als Teilkörper enthält, bereits 
von Bauer, M.Z. Bd. 19 angegeben worden ist. 

In M läßt sich jeder p-adische algebraische Körper in der Form Äe, p) darstellen, 
wo e eine algebraische Zahl ist. Die Komposition von zwei in dieser Form dargestellten 
p-adıschen Körpern A(e, p) und K(e’, p) ergibt den eindeutig bestimmten p-adischen 
Körper K(e”, p). wenn K(e)K(e') = K(e”) ist. 


!) In dieser Arbeit wird stets der jetzt allgemein üblich gewordene Ausdruck „p-adische“ Zahl 
gebraucht, während ich in der weiter unten zitierten Arbeit immer den älteren Ausdruck „r-adische“ Zahl 
benutzt habe. 

2) Göttingen 1926, 
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Jede Zahl A aus M genügt einer eindeutig bestimmten in Ä(p).irreduziblen nor- 
mierten Gleichung, die die zu A gehörige Grundgleichung heißt. A heißt eine ganze 
Zahl aus M, wenn die Koeffizienten der zugehörigen Grundgleichung ganze Zahlen aus 
K(p) sınd. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn das konstante Glied der Gleichung 


eine ganze Zahl aus Ä(p) ist. A heißt eine Einheit, wenn A und — ganze Zahlen sind. 


3 
Das ıst dann und nur dann der Fall, wenn in der zu A gehörigen Grundgleichung das 


. . . . r . . . A . 
konstante Glied eine Einheit aus Ä(p) ist. A heißt durch A’ teilbar, wenn g, eine 


ganze Zahl ist, A und A’ heißen der Teilbarkeit nach äquivalent: A A’(p), wenn 
OT , > ai 

j‚ eine Einheit ist. Jeder Körper K(e, p) vom Grad ! über Ä(p) enthält eine Primzahl x 
von einer Ordnung e und einem Grad f, derart, daß e-/=/!, p-n‘(p) und die Norm 
n,(z) — p’(p) ıst. Eine Zahl A aus M heißt von positiver Ordnungszahl, wenn sie durch 


h ; A 
die Primzahl des Körpers X(A,p) teilbar ist. Man setzt A < A’'(p). wenn g von 
positiver Ordnungszahl ist. 

Sei K(e, p) ein beliebiger p-adischer algebraischer Körper. Man kann ın ihm die 
Primzahl x stets als primitive Zahl des algebraischen Körpers Ä(e) auswählen. Be- 

1 
deutet n irgendeine positive ganze rationale Zahl, so ist x” eine algebraische Zahl, die 
1 

ich mir ein für allemal dadurch eindeutig festgelegt denke, daß ich unter x” diejenige 


Vrx verstehe, deren Argument nicht negativ und möglichst klein ist. Auf diese Weise 
sind alle Zahlen x“, wo 


eine beliebige rationale Zahl ist, eindeutig festgelegt, wenn man (m und rn bedeuten 
positive ganze rationale Zahlen) 


m 3 Pr Mm j m 
B n en 
nn" = (#*®) T = \ 
a" 


setzt. Ist A eine beliebige Zahl aus Wi, so gilt stets eine Beziehung A — a’(p), wo r eine 
eindeutig bestimmte rationale Zahl ist und nur für A=(0(p) r= +© zu setzen Ist. 
Für die Größendefinition der Zahlen aus M führen wir allgemeiner das Symbol 
x? bei beliebigem reellem ö ein. Wir definieren für zwei beliebige reelle Zahlen ö und ö’: 
° <a” (p) für 6> Ö 
ad? a” (p) für ö= 6 
> a® (p) für ö<d. 
Unter einem p-adischen Kreisgebiet verstehe ich folgendes: Sei A, eine beliebige Zahl 
aus M und ö eine beliebige reelle Zahl. Die Gesamtheit der Zahlen aus Wi, die der Be- 
dıngung | 
(1) 2x — A, <a(p) 
genügen, nenne ich das Innere des Kreises mit dem Radius =’ um den Punkt A, als 
Mittelpunkt. die Gesamtheit der Zahlen 


(1’) x — A, - 7° (p) 
den Rand des Kreises oder den Kreisbogen. Ist ö irrational, so enthält der Kreisbogen 
überhaupt keine Zahlen aus®. Für ö = + definiert (1’) den Punkt A,, für 6 = — 
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(1) den ganzen Körper W. Im letzten Fall spreche ich auch vom Kreis mit unendlich 
großem Radius. Die Bedingung (1) legt ein nicht abezeschlossenes Kreisgebiet fest. 
Das durch die Bedingung 

(1”) x — A,<n° (p) 
definierte Kreisgebiet nenne ich abgeschlossen oder nicht abgeschlossen, je nachdem 
rational oder irrational ist. 

Im p-adischen Kreisgebiet spielt der Mittelpunkt keine ausgezeichnete Rolle, man 
kann jeden Punkt des Kreisgebietes als seinen Mittelpunkt auffassen. Denn ist A, 
ırgendeine Zahl aus M. für die 


A,k,— A, <a? bezw. <a (p) 
ist. so stimmen die Bereiche 


bezw. <r’ (p) und 

(pP) 

völlig überein, weil die Summe von zwei p-adischen Zahlen niemals größer als der größere 
der Summanden ist. Darauf beruht es, daß zwei p-adische Kreisgebiete entweder über- 
haupt keinen Punkt miteinander gemeinsam haben oder das eine ganz im andern ent- 
halten ist. 


Unter einer Potenzreihe in M verstehe ich eine Summe 


x — A, <a? bezw. <® 


x 

(2) f(x) = 2 A:x* (p) 

0 

deren Koeffizienten sämtlich einem beliebigen p-adischen algebraischen Körper 

(2') K(e,p) = K(n,. rn) 
angehören (wobei x eine Primzahl des Körpers von der Ordnung e und dem Grad f, 
eine primitive p—1-te Einheitswurzel bedeutet), und sich nach irgendeinem Gesetz. 
soweit man will, berechnen lassen. Reihen, zu deren Koeffizienten sich kein endlicher 
algebraischer Körper über K(p) angeben läßt, der sie alle enthält, werden von der Be- 
trachtung ausgeschlossen, um nicht unnötig transzendente p-adische Zahlen einführen 
zu müssen. Als Variabilitätsbereich von r wird der ganze Körper M zugelassen. 

Setzt man allgemein 


(2) A;—nti (p). “5 76 © 
so sind die A; eindeutig bestimmte ganze rationale Zahlen oder — x. wenn A; — (Ip) 
ist. Ist dann 
(3) Iım inf An = y, so 1si 
N 
(3°) x - a7 (p) 


der Konvergenzkreis der Reihe (2). Sie konvergiert für x <x”” (p). divergiert für 
2 > nm (p) und konvergiert oder divergiert für © — rn (p). je nachdem 
lım inf (u —ny) = + ist oder nicht!). f(x) nimmt im Konvergenzbereich nur 


N=-- w 


Zahlen aus M an. 
Dann ist die Frage: Welche Werte A nimmt f(x) in seinem Konvergenzbereich an, 
und wo liegen die Wurzeln der Gleichung 


f(x) = A (p)? 


t) Die Aussage: /(x) konvergiert oder divergiert für @— rn"? (p) hat im Rahmen der oben ge- 
machten Beschränkungen natürlich nur dann einen positiven Inhalt, wenn auf dem Konvergenzkreis Zahlen 
aus M liegen. d. h. wenn y rational ist. 
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$ 2. 
Der Wertevorrat von Potenzreihen in M und die durch sie bewirkten Abbildungen. 
Die Antwort darauf ist einfach und übersichtlich. 
Man schließe zunächst den trivialen Fall aus, daß f(x) eine Konstante ist, und 
setze für beliebiges reelles ö 


(4) kKk(ö)=kutn:-Ö, n=1,2.3,... und 
(A’) K,(6) = Min k„(6), 
na] 


wenn ein solches Minimum existiert. 
Dann ergibt die Untersuchung folgendes: 


I. Ist e irgendeine rationale Zahl, für die lim k„(e) = + @ ist, d.h. für die f(x) 


n=+@ 


auf dem Kreise 


(9) = (p) 
konvergiert, so gibt es ein 
(6) K,(c) = Min A„(e) 
nZ>=1 
und einen ersten Index a= a(c) > 1, sowie einen letzten a = a’(c) a, so daß 
(6) Kyle) = ka(c) = ka(c) < kile) 


für alle O<i <a und für alle i> a’ gilt. Dann bildet die Funktion z = f(x) 
das Kreisinnere 
(5°) a <a (p) 


a-mal auf das Kreisinnere 


(7') 2— A, <n& (p) 
den Kreisrand (5) (a’ — a)-mal auf das Kreisinnere (7’) und a’-mal auf den 
Kreisrand 

(7) 2 — Ay a0 (p) 


ab. Der Kreis (5) heißt ein regulärer oder kritischer Kreis der Funktion /(«). 
je nachdem a’(c) = a(c) oder > a(c) ist. Ein regulärer Kreis wird wieder 
auf einen Kreisbogen, ein kritischer Kreis auf ein abgeschlossenes Kreisgebiet 
endlich oft abgebildet). 


Il. Man kann aus der Folge der Ordnungszahlen der Koeffizienten 


(8) k;. w_ ü. 2, 3, u 
eindeutig zwei charakteristische Zahlenfolgen herleiten, die Indexreihe 
(8°) I, nf lo ME lq a8 


und die Steigungsreihe 
(8°) BRD HD. 
mit den folgenden Eigenschaften: 
Il. (8°) besteht aus positiven ganzen rationalen Zahlen, (8) aus Werten > — y; 
die, soweit > — y, rational sind. 
Beide Reihen haben entweder dieselbe endliche Gliederanzahl R oder gehen beide 
ins Unendliche. Im ersten Fall ist „ = — y, im zweiten Fall limr, = — y. 


n=-+o 


IV 


!) Ist f{B)= A(p). so heißt B eine h-fache A-Stelle von f(x), wenn 
f(B)=f’(B)= = fTVB)= 0, fXB)+O (p) 


ist. Eine A-fache A-Stelle wird wie A einfache A-Stellen gezählt. 
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3, Der erste Fall tritt dann und nur dann ein, wenn entweder 
a) y= + » ist und (8) nur endlich viele endliche Werte enthält, und zwar ist 
dann k;, endlich, u = + »©, 1> in, oder wenn 
b) y endlich ist und X,(— y) = Min k„(— y) existiert, und zwar bestimmt sich 


n>1 
dann i„ = a(— y) durch die Beziehungen 
(9) kul— y) = K,(— y) < ki(— Y)» V<i<tm. 
4. Setzt man noch r, = + ©, so ist für 
49) n<e<n.n sel 2..,% beew 1,2,...ininf. 
(11) a(c) = a’(c) = i, Kyle) = ki,le) < kile), ii l,, für 
(10°) e=r., $8=1,2,...,k—1 bzw. 1,2,...ininf., 
(11’) ar) =1, a(t,) = Isyı; K,(r;) = k,,(r,) = ki,. (rs), 


K,(r,) <kilrs) für alle O<i<iı, oder i> 1%. 


5. Läßt man c alle rationalen Zahlen von + © bis — y durchlaufen, so durchlaufen 
also a(c) und a’(c) niemals abnehmend die Zahlen (8) und es ist nur dann 
a(c) <a’(c), wenn c eine der Zahlen (8°) ist. Gleichzeitig durchläuft X, (ec) 
monoton abnehmend alle rationalen Zahlen von + bis lim K,(e) = y’, d.h. 


für y= + bis —o, für endliches y bis Ä,(— y) = Min ku(- -y) oder, wenn 
dies nicht existiert, bis lim inf k„(— y). 

6. Ist lim Au(—y) = + 0%, so existiert auch noch ein letzter Wert i,ı, = a’ (— y) > in. 
für den ki.,(-Y) = Kıl-y) <kil—y) für 7 > ii, Ist. 


Die Folgen (8’) und (8°) haben eine einfache geometrische Bedeutung: Faßt man 
die Zahlenpaare (i,k,;) als Punkte in der xy-Ebene auf und zeichnet das zugehörige 
Newtonsche Diagramm, so sind 7,, i,,... die Abszissen der Endpunkte, r,.r3.... die 
mit — 1 multiplizierten Steigungen der Seiten des Randpolygonzuges, k;(c) ist die 
Ordinate des Schnittpunktes der y-Achse mit der durch den Punkt (i, k;) gezogenen 
Graden mit der Steigung (—c), K,(c) die Ordinate des niedrigsten aller dieser Schnitt- 
punkte. 

Analytisch werden die Folgen (8°) und (8) so bestimmt: 


Man bezeichne zur Abkürzung die obere Schranke einer Zahlenfolge mit 085. Ist 


dann %k; irgendein endlicher Wert der Folge (8), so setzte man r(i) = OS % w NY. 


I>i l—i 


Dann ist stets r(i)> — y und wenn r(i) > —y ist, so ist r(i) = Max a = = und 


I>i er 
es gibt einen eindeutig bestimmten letzten Index :’, für den 
r(I) = in > eu für alle 2 >! ist. 
Nun definiert man :i, 1 durch die Beziehung 
k;, endlich, k=+o, O0 <I!l<i, und setzt r, =rfli,). 


Ist r, = — y, so bricht man ab. Ist r, > — y, so definiert man i,> i, durch die Be- 
’ ki, — ki ki; — k 

ziehung = — > -- l>i, und setzt r,=r(i,). 

Ist r,= — y, so bricht man ab. Ist r,> — y, so fährt man in der gleichen Weise fort. 
Entweder man kommt so nach endlich vielen Schritten zu einem Wert = — y, oder 
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das Verfahren geht ins Unendliche. In beiden Fällen gelangt man eindeutig zu den 
Folgen (8°) und (8”), die die Eigenschaften 1.6. besitzen. | 


III. Sei 
(2) fa) = A;x. A; ni (p) 
irgendeine Potenzreihe in M, aber keine Konstante, und 
(3) lim int a = y endlich oder +. 


Man bilde nach II. aus der Folge der Ordnungszahlen (8) die Indexreihe (8) 
und die Steigungsreihe (8°), die beide mit dem h-ten Gliede abbrechen oder ins 
Unendliche gehen. Man ergänze (8’) durch r, = + x, (8'), wenn y rational 
und lim An(—y) = + © ist, was kurz als Fall B bezeichnet sei, durch i,., = «’(—y). 


nz= -+ © 


Die Abbildung, die die Funktion z = f(x) von ihrem Konvergenzbereich 
hervorruft, ergibt sich dann aus folgender Tabelle, in der die 1. Spalte den Ori- 
ginalbereich in der x-Ebene, die 2. den zugehörigen Bildbereich in der z-Ebene. 
die 3. die Vielfachheit der Abbildung des Originalbereichs auf den zugehörigen 
Bildbereich angibt: 


























i | Vielfachheit x 
x-Bereich z-Bereich ‚der Abbil dung, für 
(12) z=0 3— A, =0 | i, 5 z (m — zKıl) — 0) 
13) z2<m" z—A,< mis‘) l, , <SCc<T;-ı 
EEE: PETE WORT UNE 5 s=1,2,...h 
Ad) 2m 2 — A, ni i, bezw. 1,2,... in inf. 
Bi  (Kıle) an ki,(e)) ar 
14) z<at z— A, < ist) “ s=1, 2... h—1 
b £ bezw. 1,2,...h 
. Ta i re ım Fall B 
„‚2— A < mise) ir — U bezw. 1,2,...in inf. 
(14 ) Fu |} a A, n ists) nn | (K,(r,) a k;,(rs)) 





Die Kreise (13’) sind also reguläre, die Kreise (14’) fürs =1,2,...k —1 bzw. 
1.2,... in inf. kritische Kreise der Funktion f(x). Im Fall B, d.h. wenn die Reihe auf 
ihrem Konvergenzkreis noch konvergiert, ist der Konvergenzkreis en" = nn” (p) 
regulär oder kritisch, je nachdem ia4] = in oder > iz ist. 
IV. Man bilde zu der Reihe (8°) noch die Reihe der: Minimalwerte 


(15) Kr) = +0o>Ktr)> ---> Kr): -- und setze 
(16) y- lim X, (e) 
c=—y 
und falls n = — y= — m ist, 
(16°) K(n) = —o. 
Dann bildet die Funktion z = f(x) ihren Konvergenzbereich 
(17) x <a bezw (17) z<a (p) im Fall B 


auf den Bildbereich 
(18) 2— A, <m bezw (18) z2—A,<m' (p) 


ab und zwar endlich oft, nämlich i,- bezw. i„;,-mal oder unendlich oft, je 
nachdem die Reihen (8), (8°) und (15) abbrechen oder ins Unendliche gehen. 
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Ist A eine Zahl des Bildbereichs, also 
A—4A,-7 (pP, C>y bezw C2>y, 
so ergibt sich die Lage der Wurzeln der Gleichung 
(19) f@)=A (p) 
aus der folgenden Tabelle: 














Lage der Anzahl der 
Lage von A im z-Bereich A-Stellen von für 
A-Stellen 
f(x) im x-Bereich 
C—k;, sml,2,...R 
A — Ay ne un i, bzw. 1,... in inf. 
(20) =s,s +1,....h—i 
K,(r,) <CSK,(r-ı) nr ler — U bzw. s....h ım Fall B 
bzw. s.... ininf. 
(20°) A re un —nt In+1 Fall B 


Kım)=Kl-y)=kul-y)_ 


f(x) nımmt jeden Wert des Bildbereichs im Konvergenzbereich gleich oft an. 
Findet die Abbildung von (17) auf (18) unendlich oft statt, so bleibt die Anzahl 
der A-Stellen von f(x) abzählbar und wächst nur am Rande des Konvergenz- 
bereichs über alle Grenzen. 

Der Ausdruck, daß f(x) jede Zahl A ihres Wertevorrats im Konvergenzbereich 
gleich oft annimmt, hat, wenn die Abbildung des Konvergenzbereichs auf den Bild- 
bereich unendlich oft stattfindet, dabei den folgenden Sinn: 

Sind A und A’ zwei beliebige Zahlen des Wertevorrats von f(x) 

A—A,-n, A’—A,-n (p), 
so gibt es ein erstes s’ aus der Reihe 1.2....ininf., so daß 
K,(r») = Min (C, C’) 
ist. Dann werden A und A’ in jedem abgeschlossenen Kreisgebiet 
ı<w" (pp), mzazl.>—y 
gleich oft angenommen. 

Der Satz besagt gleichzeitig, daß der kleinste Kreis um den Nullpunkt, auf dem 
f(x) die beliebige Zahl A ihres Wertevorrats, deren Lage durch (20) bestimmt ist, an- 
nimmt, der Kreis 2 - x (p), c = Zen ist, für den von selbst r, <e Sr,_, ist. 
und daß A von f(x) außerdem auf allen größeren kritischen Kreisen 2 <- 7”. t>s der 


Funktion und nur auf diesen angenommen wird. 
V. Sei A eine Zahl des Bildbereichs von f(x) und 


(21) fa) -A=fıla,e',p) (pP) 
eine Potenzreihe, deren sämtliche Koeffizienten dem Körper Ä(e’, p) angehören. 
Sind dann B,, By... .. Bm die sämtlichen Wurzeln der Gleichung 

(19) fx) =A (p) 
auf dem Kreise z-r” (pP), c= a 


oder auf einem der Kreise 
zn (p), t=s,s-+1.... 


(d.h. m =i, oder m = Iır) — U). So Ist 
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m 


(22) [ I «-Bi) = gi, €, p) (p) 


i=1 
eine Funktion in Ä(e’, p), also jeder Körper K(B,, e’‘, p) höchstens vom Grad m 
über K(e’, p). 

III.—V. enthalten die wesentlichsten allgemeingültigen Gesetze über den Werte- 
vorrat von Potenzreihen in M und die durch sie bewirkten Abbildungen. Im einzelnen 
ergeben sich die folgenden Arten der Abbildung: 

A. Abbildung des Körpers M auf sich selbst. 

VI. Ist der Konvergenzbereich von f(x) der ganze Körper M, so ist der Bildbereich 
ebenfalls der ganze Körper M und zwar findet die Abbildung von W auf sich selbst 
endlich oft, nämlich i,-mal, oder unendlich oft statt, je nachdem f(x) eine ganze 
rationale Funktion ir-ten Grades oder eine nicht abbrechende überall konvergente 
Potenzreihe ist. 

B. Abbildung eines abgeschlossenen Kreisgebiets auf ein abgeschlossenes Kreisgebiet. 
VII. Ist der Konvergenzbereich von f(x) abgeschlossen, so ist auch der Bildbereich 
abgeschlossen und zwar bildet f(x) den Bereich 


(17°) <a” (p) 
endlich oft, nämlich 154, = a’(— y)-mal auf den Bereich 
(18°) 2 — A, <m (pP, yY=Kyl-y) = kul<y) ab. 


C. Abbildung des endlichen nicht abgeschlossenen Kreisgebiets auf ein endliches nicht 
abgeschlossenes Kreisgebiet oder auf den ganzen Körper M. 
VIII. Ist der Konvergenzbereich von f(x) das endliche nicht abgeschlossene Kreisgebiet 


(17) x <a (p), (y endlich), so ıst der Bildbereich 
(18) 2 — A, <a” (p) 
der ganze Körper M oder ein endliches nicht abgeschlossenes Kreisgebiet. Im 


ersten Fall findet die Abbildung von (17) auf (18) unendlich oft statt, im zweiten 
Fall endlich oft oder unendlich oft, je nachdem ob K,(— y) = Min k„(— y) 


»=3 
existiert oder nicht existiert. 
Ist lim inf A„(— y) endlich und y rational oder lim inf u(— y) = +«& 


n=+ » n—=+o 


und y ırrational, so ist (18) ein endliches Gebiet und die Abbildung von (17) auf 


(18) findet endlich oft statt. 
Ist lim inf ku(—y) = — », so ist (18) der ganze Körper M. Ist lim inf k„(— y) 


n—=+o n= to 


endlich und y irrational, so ist (18) ein endliches Gebiet, aber die Abbildung von 
(17) auf (18) kann endlich oft oder unendlich oft stattfinden. 


S 3. Beweisskizze. 

Die Beweise für die hier angegebenen Sätze I.—VIII. liegen bereits seit längerer 
Zeit druckfertig vor. Obwohl sie nicht umfangreich sind, reicht der hier im Augenblick 
zur Verfügung stehende Raum zu ihrer Mitteilung nicht aus. Ich gebe deshalb nur eine 
kurze Erläuterung über den Gang des Beweises. 

III. ıst eine unmittelbare Folge von I. und II., IV. und VI.—VIII. sind in ein- 
fachster Weise aus Ill. unter Zuhilfenahme von II. zu gewinnen. V. folgert man, sobald 
IV. bewiesen ist, mit Hilfe der Galoisschen Theorie. Bleiben nur noch 1. und 11. 

II. ist ein Hilfssatz, dessen Beweis nur elementare Rechnungen erfordert und 
nach der genauen Angabe der analytischen Bestimmung der Werte i,, Yys ig Fa, . . . auch 
dem Leser überlassen werden könnte, 
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Weniger offen liegt Satz I. Die Grundlage dafür bildet ein Satz, den ich in meiner 
Arbeit „Zur Theorie der z-adischen Zahlen“ ($ 11. Die Zurückführung der ganzen Funk- 
tionen auf ganze rationale Funktionen und Einheitsfunktionen, S. 74, Satz 16) bewiesen 
habe. Ich nenne f(x) eine Funktion in K(e, p): 


(23) ia) = £ A;x* = f(x, e,p) (p) 
wenn alle ihre Koeffizienten dem Körper K(e, p) angehören. f(x) heißt eine ganze Funk- 
tion, wenn alle Koeffizienten ganze Zahlen aus Ä(e, p) sind. Die höchste in allen Koeffi- 
zienten enthaltene Potenz der Primzahl x des Körpers K(e, p) heißt der Zahlenteiler. 
die niedrigste in (23) wirklich auftretende Potenz von x der Variablenteiler der Funktion. 
Eine Funktion mit dem Zahlen- und Variablenteiler 1 heißt primitiv, eine Funktion mit 
dem Zahlenteiler 1 semiprimitiv. Ist unter den Koeffizienten A; einer semiprimitiven 
Funktion A. der erste, A, der letzte, der eine Einheit ist, so heißt a der erste, a’ der letzte 
Hauptgrad der Funktion. Jede semiprimitive Funktion hat notwendig einen ersten, 
aber nicht notwendig einen letzten Hauptgrad. Eine ganze Funktion heißt eine Einheits- 
funktion, wenn ihr konstantes Glied eine Einheit ist. Zu jeder Einheitsfunktion gibt es 
eine eindeutig bestimmte reziproke Funktion, die wieder eine Einheitsfunktion ist. 

Der erwähnte Satz 16 besagt dann: 

1. Ist G(x, e, p) eine primitive Funktion vom ersten Hauptgrad a, so ist 


(24) Gi, &,p) = g(a, &,p)E(r,e,p) (pP), 
worin g(%, e, p) eine eindeutig bestimmte normierte ganze rationale Funktion 
a-ten Grades, primitiv und vom ersten Hauptgrad a, und E(z, e, p) eine Einheits- 
funktion ist. 

Man schließt weiter: 

1’. In (24) haben G(x,e,p) und E(z,e,p) den gleichen Konvergenzbereich. Hat 
G(x, e, p) den letzten Hauptgrad a’, so hat E(x. e,p) den letzten Hauptgrad 
a’ — a. 

Jede ganze Funktion konvergiert für x <1 (p). d.h. im Innern des Einheits- 

kreises. Jede Einheitsfunktion stellt in diesem nur Einheiten dar. Aus (24) folgt daher: 
1”. Eine primitive Funktion G(x, e, p) vom ersten Hauptgrad a hat im Innern des 
Einheitskreises genau a Nullstellen, nämlich die sämtlichen Nullstellen von 

g(z, e,p) im M. 

Alle Aussagen, die hier über eine primitive Funktion gemacht worden sind, gelten 
genau ebenso für jede semiprimitive Funktion, wobei nur überall das Wort primitiv 
durch semiprimitiv zu ersetzen ist. Daraus folgt weiter: 

2. Jede semiprimitive Funktion vom ersten Hauptgrad a > 0 bildet das Innere des 
Einheitskreises (d.h. den Bereich x < 1 (p)) a-mal auf sich selbst ab. 
Es sei jetzt E(x, e, p) eine Einheitsfunktion vom letzten Hauptgrad a’, die auf 
dem Einheitskreis noch konvergiert. Dann ist 
3. (25) E(x, ep) = g(ü 8, p)E(&, ep) (pP). 
worin g,(%, €, p) eine eindeutig bestimmte normierte ganze rationale Funktion 
a’-ten Grades und zwar eine Einheitsfunktion und E,(xr, &, p) eine Einheitsfunk- 
tion vom letzten Hauptgrad 0 ist, die den gleichen Konvergenzbereich wie Kir. ©; } 
hat. 
Auf dem Einheitskreis stellt Z, (x, &,p) nur Einheiten dar. Aus (25) ergibt sich daher 
3°. E(x,e,p) hat im Bereich x — 1 (p) genau a” Nullstellen, die sämtlich Ein- 
heiten sind, nämlich die sämtlichen Nullstellen von g,(%. & p) in M. 
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Zum Beweise von 3. und 3’. kann man entweder 3. direkt erschließen nach eineı 
Methode ähnlich der, mit der 1. in der erwähnten Arbeit bewiesen worden ist, oder sehr 
viel einfacher man folgert aus 2. mit Hilfe der Taylorschen Reihenentwicklung 3’. und 
hieraus 3. Aus den Sätzen 1.—3’. schließt man in einfacher Weise: 

4. Eine semiprimitive Funktion vom ersten Hauptgrad a> 0 und vom letzten 
Hauptgrad a’, die noch auf dem Einheitskreis konvergiert, bildet den Rand des 
Einheitskreises (a’ — a)- mal auf das Innere, a’-mal auf den Rand des Ein- 
heitskreises ab. 

Aus 2. und A. gewinnt man in wenigen Schritten Satz 1. 


$ 4. Bemerkungen zur Funktionentheorie im Gebiet der p-adischen Zahlen. 


Die Sätze III.—VIII., deren Beweis hier wenigstens kurz angedeutet worden ist. 
zeigen, daß die Potenzreihen im Gebiet der p-adischen Zahlen sehr viel einfacheren Ge- 
setzen genügen als in der gewöhnlichen Funktionentheorie, und zwar, wie bei der Nicht- 
archimedischen Bewertung zu erwarten ist, Gesetzen von rein algebraischer Natur. 
VI. besagt unter anderm, daß eine überall konvergente Potenzreihe in M, die keine 
Konstante ist, jeden Wert aus M in ihrem Konvergenzbereich annimmt — im Gegen- 
satz zum Picardschen Satz in der gewöhnlichen Funktionentheorie. Entsprechend 
fallen in dem Weierstraßschen Satz die konvergenzerzeugenden Exponentialfaktoren 
fort. Eine überall konvergente Potenzreihe ist durch ihre Nullstellen bis auf eine multi- 
plikative Konstante vollständig bestimmt. Ist f(x) eine überall konvergente Potenzreihe 
in M mit der m-fachen Nullstelle O0 und den von O verschiedenen Nullstellen B,, jede 
h-fache Nullstelle wie A einfache Nullstellen gezählt, wobei nach III. von selbst 


lim = 0 (p) sein muß, wenn die Anzahl der Nullstellen unendlich groß ist, so 


konvergiert das unendliche Produkt II (1-5) für alle x bei unendlicher Null- 
v=] u 


stellonanzahl und es ist für alle x in M 


f(x) = ca" IT — =) bzw. ca TC —- 5) (p), (€ konst.) 
v ne v 


v=] 
je nachdem die Anzahl der Nullstellen endlich oder unendlich groß ist. Ist f(x) eine 
Funktion in Ä(e, p), so treten nach V. unter den B, neben jeder A-fachen Nullstelle 5; 
auch alle zu Bi in bezug auf Ä(e, p) konjugierten Zahlen 2; als h-fache Nullstellen auf. 
Schreibt man umgekehrt die m-fache Nullstelle O und die unendlich vielen Null- 


stellen B, mit der Nebenbedingung lim 0 (p) beliebig vor, und gibt es einen 
v=-o y 


p-adischen algebraischen Körper K(e, p), so daß unter den B, gleichzeitig mit jedem 
B; alle zu B; konjugierten Zahlen in bezug auf KÄ(e, p) in der gleichen Vielfachheit wie 
B; auftreten, so gibt die Form 


(26) ca" TJA == =) (p). € Konstante, 
ve] ’ 


die sämtlichen überall konvergenten Potenzreihen in M, die die vorgeschriebenen Null- 
stellen mit der vorgeschriebenen Vielfachheit besitzen. Gibt es aber keinen Körper 
K(e, p) von der angegebenen Beschaffenheit, so stellt (26) keine Potenzreihe in M ın 
dem früher definierten Sinn dar. Es konvergiert allerdings überall in einer perfekten 
Erweiterung von M. seine Koeffizienten können aber auch transzendente p-adische 
Zahlen sein, 
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Die hier gemachten Aussagen wurden auf Potenzreihen beschränkt. Es würde zu 
weit führen, hier den Zusammenhang zwischen Potenzreihe und analytischer Funktion 
im Gebiet der p-adischen Zahlen zu berühren !). Nur soviel sei gesagt, daß die gewöhn- 
lichen Methoden der Integration und der analytischen Fortsetzung ohne Bedeutung 
bleiben, die erste, weil ein stetiger Übergang von einer Zahl zur andern überhaupt un- 
möglich ist, die zweite, weil sie nie aus dem Konvergenzbereich der ursprünglich gegebenen 
Potenzreihe herausführt. Es ist daher möglich, analytische Funktionen aus ver- 
schiedensten Funktionselementen zusammenzusetzen, weil es ebenfalls unmöglich ist. 
von einem Kreis um den Nullpunkt zu einem andern durch stetigen Übergang zu gelangen. 


Als Beispiel definiere man etwa: 





8: für x <p 
9-4 - 
fa)=!x , für z-p! (pP, (&.g)=1, O9<g<g 
l 
: me z>21I 
% ". 


f(x) ist überall eindeutig regulär, auch ım unendlich fernen Punkt. d. h. in der Um- 
gebung jeder Stelle in eine Taylorsche Reihe entwickelbar, außerdem beschränkt, und 
trotzdem aus unendlich vielen verschiedenen Funktionselementen zusammengesetzt. 


Ebenso kann man eine Funktion in W angeben, die überall im Endlichen eindeutig 
regulär analytisch ist, deren Ableitung überall verschwindet, und die doch jedem Wert 
aus M beliebig nahe kommt. 


S 5. Die Exponentialfunktion und der Logarithmus. 


Die Sätze III.—VIII. gestatten es, jede Potenzreihe in M genau zu untersuchen. 
Als Beispiele sollen die Exponentialfunktion und der Logarithmus angeführt werden, 
die schon mehrfach in der Literatur untersucht worden sind und die gleichzeitig zeigen, 
wie eine Funktion in M mit Hilfe einer Funktionalgleichung fortgesetzt werden kann 
und daß sich die Verhältnisse in der gewöhnlichen Funktionentheorie für den Bereich 
einer Primzahl p völlig umkehren können. 


In der gewöhnlichen Funktionentheorie ist e“ eine im Endlichen überall reguläre 
eindeutige analytische Funktion, die nur den Wert O0 ausläßt. und automorph mit der 
Substitutionsgruppe 


z\2x +2knY—1 2), X ganz rational 


ist. Dagegen ist lg x eine an jeder endlichen Stelle x + 0 reguläre analytische Funktion, 
unendlich vieldeutig, und zwar erhält man alle ihre Werte an einer Stelle x, + 0 aus 
einem von ihnen Log x, durch die Gleichung 


ga, = Logx, +2kny—1. 


Für den Bereich von p ist umgekehrt der Logarithmus eine eindeutige automorphe 
Funktion, die zunächst durch die Nebenbedingung lg 1 = 0 im Bereich der Einheiten 
eindeutig festgelegt ist und dort alle und nur die Substitutionen 


Is, mwm=1,23,... 


!) Ich nenne eine Funktion eindeutig regulär analytisch oder auch kurz analytisch in einem ge- 
wissen Gebiet, wenn sie in jedem Punkt des Gebiets eindeutig erklärt und in einer gewissen Umgebung 
jedes Punktes in eine Taylorsche Reihe entwickelbar ist. 

®) Die Zahl z ist hier der Inhalt des Einheitskreises in der Euklidischen Geometrie und hat mit 
der früher benutzten Primzahl des Körpers K(e,p) natürlich nichts zu tun. 
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gestattet, wobei &,„ alle primitiven m-ten Einheitswurzeln durchläuft. Sie nimmt auf dem 
Einheitskreis alle Werte aus Man. Die Umkehrfunktion e ist daher für alle x in M defi- 
niert, regulär analytisch und unendlich vieldeutig und zwar erhält man an einer beliebigen 
Stelle x, ihre sämtlichen Werte auf dem Einheitskreis aus einem von ihnen, dem Haupt- 
wert H(e”), der eine Einseinheit ist, durch die Gleichung 


er — emÄle*) (p). 

Man kann aber den Logarithmus weiter für alle von 0 verschiedenen Zahlen aus M 
definieren durch Festlegung einer willkürlich auf dem Kreis x — p (p) herausgegriffenen 
Zahl p aus M, für die lgp = 0 (p) gesetzt wird. Dann ist Igx eine für alle +0 (p) 
definierte eindeutige reguläre analytische Funktion, die automorph ist und in M alle 
und nur die Substitutionen 

x|&mp'x, r beliebig rational 
zuläßt, während die inverse Funktion e den Körper M auf alle von O verschiedenen 
Werte aus M abbildet und an einer Stelle x, alle Werte aus dem Hauptwert durch die 
Gleichung e”%> — mp" H(e:) (p) hervorgehen. 
Die Exponentialfunktion wird durch die Gleichungen 
(27) fa)= fl), A0)=1 


definiert. aus denen 


oo 


(27) e—1+ PA - und 





(27) eity — et eu 
folet. der Logarithmus durch die Gleichungen 
(28) g’(xX) = = el) =0, aus denen 
2 (1 e—1} 
) Fir mer. M 
(28) le x = 
” ® RE | u, (x — a) 
ger =Igu +2 er EM 0 und 
(28°) le (c«y) =lgx +lgy folgt. 


Die vorliegenden Schlüsse gelten der Größe nach und auch für den Bereich von p, 
sofern man im letzten die Lösungen auf Potenzreihen beschränkt. Aber der Geltungs- 
bereich ist nicht derselbe. 

Der Größe nach konvergiert (27’) für alle x und es gilt daher (27”) für alle x und 
alle y. Von den Gleichungen (28) gilt die erste für |« —1| <1, die zweite für |e — a 
< |a|, sofern lg « definiert ist. Aber durch andere und andere Wahl von «a gelangt man 
dazu, lg x über die ganze komplexe Zahlenebene mit Ausnahme des Nullpunkts aus- 
zubreiten. (28) folgt aus der zweiten Gleichung (28) zunächst nur für |y —1| <1, 
dann aber vermöge der Permanenz der Funktionalgleichungen für beliebige z +0, 
y=+0, allerdings nur in dem für mehrdeutige Funktionen üblichen Sinn. Anders im 


Körper M. 
Betrachtet man (27’) für den Bereich von p und setzt 
1 
Haag p* (p), im 1,.23..., 
so wird lim inf I y-— Be. 


ra p—i 
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kh ) 1 
und lim inf kn(—y) = Min ku(—y) = K,(—y) = kı(—y) = — T- 
n=+® n>1 m 
Es wird daher 
1 1 
Iı = Iı = 1, Tj = Y = p—1 y K,(ra) = K,(—y) = p—1 1 . 


Nach den Sätzen III.—VIII. liegt Fall C (VIII.) vor mit y rational und lim inf k„(—y) 


endlich. Eu 
Die Reihe (27’) hat daher den Konvergenzbereich 


1 


(29) 2< pr (p) 
und bildet ihn :, = 1-mal, d.h. eineindeutig auf den Bereich 
1 
(30) Du 27 iz . 
ab. Dabei ist für jedes c > 4 K,(e)=ky(e) =c, d.h. jeder Kreis 
1 
(31) ı-p (pl, e> p—1 
wird durch die Exponentialfunktion eineindeutig auf den Kreis 
(32) ee 


abgebildet. Ist A irgendeine Zahl des Wertevorrats von (27’), d.h. 


1 
A—1<pm(p), 
so besitzt die Gleichung e&@ = A (p) eine einzige Lösung 2, für de B-A —1 (p) ist, 
und nach V. ist X(B, A,p) vom Grad 1 über K(A,p), d.h. B liegt in K(A, p). 


Diese Tatsachen sind durch die Untersuchungen von Hensel im Crelleschen Journal!) 
1 1 


bereits bekannt. (27’) und (27’) gelten also zunächst nur für x < pr-! und y < pP-! (p). 
Betrachtet man die erste Gleichung (28’) für den Bereich von p und setzt 


i-1 
E -pR (p, :i=1l,2 3... 
. . . kn 
so wird limiff—=y=0 
n=+x» n 
und lim inf ı.(— y) = lim inf = — ©. 
n=-+ » n=+o 
Es liegt also wieder Fall C (VIII.) vor mit y=0 und lim inf KHM—y)=— .. 
D. h. die logarithmische Reihe u 
1) Te) a 
(28°) lgx = £& ae (p) konvergiert für 
(33) z—1<1 (p), 


d.h. für alle Einseinheiten und bildet den Bereich (33) unendlich oft auf den ganzen 
Körper M ab. Die zugehörigen Reihen (8), (8), (15) gehen ins Unendliche, sind aber 
sehr leicht zu berechnen. Man erhält für jedes d=1,2,3,... 


: e 1 
p“ Zum pi-1 ) K,(ra) = — (d—1) + r ri 
Nach III. ergibt sich daher die Abbildung von (33) auf M durch Ig x so: x = 1(p) 





a=pÄ, &=—(d—1), n= 


1) Bd. 145 (1915), S. 928. 
Journal für Mathematik. Bd. 159. Heft ı. 4 
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ist eine einfache Nullstelle. Jeder Kreis 
(34) x —-1-p (pP, 0 <e<+o 
wird durch die Funktion 3 = 1Ig x 


1 ne ’ 
für e> ——, eineindeutig auf den Kreis z- 2 — 1 p* (p) 





p—1 
= 1 PR 1 
für pH pi CC Dip d=i, > 
p'-mal auf den Kreis 2 p-“+er“ (p) 

für = pi —; i d= 1. 2. 3, ee 

u — (d-1) + — 
(p’ -  p“"')-mal auf das Kreisinnere 2 <p P-1 (p) 

u 

und p“-mal auf den Kreisrand z=p +7 (p) abgebildet. 


Umgekehrt ergibt sich über die Wurzeln der Gleichung Ig x =A(p) aus IV. 
lolgendes: 
Ist A— p“ (p) eine beliebige Zahl aus M und s die kleinste positive ganze rationale 


Zahl, für die Kr) = — (s—1)+ a) <E 
ist. so wird A von lex auf dem Kreis 

C+(s—1 

een, ee p“ (p). e= ir ) 


p‘='-mal angenommen und jede A-Stelle von lg x auf ihm gehört einem Körper vom 
höchstens p*-!-ten Grad über K(A,p) an. Weiterhin wird A auf allen und nur den 


größeren kritischen Kreisen 
l 


—_yl—1 


z—1-pr" pp), t=8s 85 +1,... 
angenommen und zwar auf jedem (p! — p'-!)-mal und die A-Stellen der Funktion auf 
diesen Kreisen gehören Körpern vom höchstens (p! — p'-!)-ten Grade über X(A,p) an. 

Der Zusammenhang der A-Stellen von lg x ist, wie sich gleich zeigen wird, 
ein besonders einfacher. Vorläufig aber ergibt sich, daß lg x durch (28°) nur im Bereich 
der Einseinheiten definiert wird, daß die zweite Gleichung (28’) nur für Einseinheiten « 
einen Sinn hat und die Reihe auf der rechten Seite nur für 2 — a <.a(p), d.h. eben- 
falls nur im Bereich der Einseinheiten konvergiert. Aus ihr folgt (28°), aber ebenfalls 
nur wenn x und y Einseinheiten sind. Der Logarithmus ist eine automorphe Funk- 
tion. Denn ist «a irgendeine Einseinheit, für die ga =0 (p) ist, so folgt aus (28”) 
Ie(ax) =\gx für alle x des Definitionsbereichs. | 

Nun nimmt aber lg x jeden Wert aus M, also auch den Wert O0 in (33) unendlich 
oft an. Die Nullstellen von lgx in (33) sind sofort anzugeben. 

Ist n eine beliebige nicht negative ganze rationale Zahl, so ist jede primitive 
p"-te Einheitswurzel &,n eine Einseinheit und aus (28’’) folgt 

1 





(35) lg ae I\g1=0 (p). 
Ist umgekehrt H eine beliebige Einseinheit, so gibt es stets eine positive ganze Zahl \, 
so daß „N u 
H —i1<prt (p) 
pN 
st. Dann wird gH = oa lg HB". ” w (pP) » 


also dann und nur dann 0, wenn H” =1(p), d.h. H eine p”-te Einheitswurzel ist. 
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Sind x und y beliebige Einseinheiten, so ist dann und nur dann 


lgy=Igx (p), wenn Ig (2) =( (p), 


d.h. Yy= Enz (p) ist. 


Ist daher B eine A-Stelle von lg x auf dem Kreise x — 1 p° (p), so sind die sämt- 
lichen A-Stellen von f(x) im Bereich der Einseinheiten die Zahlen von der Form 


En B, n = (), 1,2, pe 


WO &pn alle primitiven p”-ten Einheitswurzeln durchläuft. Da nun allgemein 


en Rn 
Ep — 1 prrpm—1 (p) ist, so erkennt man leicht, daß die A-Stellen von Igx auf 
dem Kreise —1 — p*(p), ,<e<r,., die Zahlen eis B, i=0,1,..., p!—1, auf den 
1 


Kreisen &—1 - pr#-1(p),t=s,s+A,... die Zahlen &,B, (,p)=1,i=1,..,„p—I 
sind. Durch (28) ist \gx nur im Bereich der Einseinheiten definiert. Will man ihn 
für alle Einheiten als eindeutige Funktion definieren, so daß (28) gültig bleibt, so 
bedenke man, daß jede Einheit eindeutig in der Form 


E=«:'H(p) 


darstellbar ist, wo a eine zu p prime positive ganze rationale Zahl, &, eine primitive 
a-te Einheitswurzel und H eine Einseinheit bedeutet. Nach (28°) muß man 


Definition 1. lg e, = 2 Ig1l=0 (p) 


setzen. Dann ist weiter nach (28) 

Definition \'. gE=1lg(«H) =IgH (p) 
und hiermit ist der Logarıthmus für alle »—1 (p) definiert als eindeutige reguläre 
analytische Funktion, die den Einheitskreis unendlich oft auf den ganzen Körper W 
abbildet, den Gleichungen (28) und (28°) genügt und alle Substitutionen 


we Bi. &„ beliebige primitive m-te Einheitswurzel 


gestattet. Die Zahlen e, sind die einzigen Nullstellen von lg x auf dem Einheitskreis. 


Die Umkehrfunktion e* muß überall in M definiert und unendlich vieldeutig sein. 
(27) führt dazu nicht, wohl aber (27). 


Definiert man nämlich nach (27’) allgemein 
Bi 
Definition 2. eV (pp), mul,2d,... 
l 
so gibt es zu jedem «x, eine kleinste nicht negative Potenz p", so daß p"x, < pP! (p) 


- d E Nr 4 \’ (p" Lo) 
wird. Dann ist Frei FE (p) 

i==] a 
eine eindeutig bestimmte Einseinheit in M und die Je"* sind p" eindeutig bestimmte 
Einseinheiten in M, von denen eine beliebige als Hauptwert Hie“) bezeichnet wird. 
Durch die Def. 2 werden dann der Exponentialfunktion an der Stelle », alle und nur 


die Werte er = Ey H (e*) (pP) 


zugeteilt. Die so definierte Exponentialfunktion ist überall definiert. regulär, nimmt 
nur Einheiten an und ist die genaue Umkehrfunktion des Logarithmus. Sie genügt 
überall den Gleichungen (27), (27°), in dem bei mehrdeutigen Funktionen üblichen 
Sinn, 


ı* 
+ 
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ist eine einfache Nullstelle. Jeder Kreis 
(34) x --A-p (pP, O<e<+to 


wird durch die Funktion z = Ig r 


für e> - L eineindeutig auf den Kreis 2-2 — 1 p* (p) 





p—1 
“ 1 | 1 
für En ER ” a —E EP 36 We 
p‘-mal auf den Kreis 2 pt?“ (p) 
- | 
ür c= pi _ pd-ı R d == 1. 3. 3. ir 
u. -(d1)+ — 
(p’ p’ ')-mal auf das Kreisinnere 2 <p »-1 (p) 
und p“-mal auf den Kreisrand 3 re -1 (p) abgebildet. 
Umgekehrt ergibt sich über die Wurzeln der Gleichung Ig x =A(p) aus IV. 
lolgendes: 
Ist A— p“ (p) eine beliebige Zahl aus WM und s die kleinste positive ganze rationale 
Zahl, für die Kr) = — (s—1)+ —— <C 
ıst. so wird A von lex auf dem Kreis 
C+(s—1) 
s—1-p" (pP, c= a Ä 


p' '-mal angenommen und jede A-Stelle von lg x auf ihm gehört einem Körper vom 
höchstens p‘=!-ten Grad über K(A,p) an. Weiterhin wird A auf allen und nur den 
erößeren kritischen Kreisen 

l 


Ar pe 


pP), t=s,8s+1.... 
angenommen und zwar auf jedem (p — p'-!)-mal und die A-Stellen der Funktion auf 
diesen Kreisen gehören Körpern vom höchstens (p! — p'-!)-ten Grade über X(A,p) an. 

Der Zusammenhang der A-Stellen von Ig x ist, wie sich gleich zeigen wird, 
ein besonders einfacher. Vorläufig aber ergibt sich, daß lg x durch (28°) nur im Bereich 
der Einseinheiten definiert wird, daß die zweite Gleichung (28°) nur für Einseinheiten « 
einen Sinn hat und die Reihe auf der rechten Seite nur für 2 — a <.a(p), d.h. eben- 
falls nur im Bereich der Einseinheiten konvergiert. Aus ihr folgt (28’), aber ebenfalls 
nur wenn x und % Einseinheiten sind. Der Logarithmus ist eine automorphe Funk- 
tion. Denn ist a irgendeine Einseinheit, für die Jga =0 (p) ist, so folgt aus (28’) 
Ie(ax) = lg x für alle x des Definitionsbereichs. 

Nun nimmt aber lg x jeden Wert aus M, also auch den Wert O in (33) unendlich 
oft an. Die Nullstellen von lgx in (33) sind sofort anzugeben. 

Ist n eine beliebige nicht negative ganze rationale Zahl, so ist jede primitive 
p"-te Einheitswurzel &,n eine Einseinheit und aus (28) folgt 





(35) gen = 2 J4g1l=0 (p). 
Ist umgekehrt # eine beliebige Einseinheit, so gibt es stets eine positive ganze Zahl \, 
so daß gr” a gi (m 
ist. Dann wird "TE r lg Bw" = H — (p).» 


„N . v . . . 
also dann und nur dann 0, wenn H” =1(p). d.h. H eine p”-te Einheitswurzel ist. 
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Sind x und y beliebige Einseinheiten, so ist dann und nur dann 


gy =Igx (p), wenn Ig (2) =() (p), 
d.h. Yy= Enz (p) ist. 


Ist daher B eine A-Stelle von lg x auf dem Kreise 2 —1- p® (p), so sind die sämt- 
lichen A-Stellen von f(x) im Bereich der Einseinheiten die Zahlen von der Form 


Ep B, n = (0, 1,2, > 


WO &pn alle primitiven p”-ten Einheitswurzeln durchläuft. Da nun allgemein 

&pn — 1 — ppr—pn—1 (p) ist, so erkennt man leicht, daß die A-Stellen von lg» aul 

dem Kreise ——1 — p*(p), s<e<r,-, die Zahlen &,_,B, i=0,1,..., p=!—1, auf den 
1 


Kreisen —1 — pp#-1(p),t=s,s+1,... die Zahlen e&B, apJel,iei,..„p—1 
sind. Durch (28) ist |gx nur im Bereich der Einseinheiten definiert. Will man ihn 
für alle Einheiten als eindeutige Funktion definieren, so daß (28) gültig bleibt, so 
bedenke man, daß jede Einheit eindeutig in der Form 


E=e:'H(p) 


darstellbar ist, wo «a eine zu p prime positive ganze rationale Zahl, &, eine primitive 
a-te Einheitswurzel und H eine Einseinheit bedeutet. Nach (28”) muß man 


Definition 1. «= z Igl=0(p) 


setzen. Dann ist weiter nach (28) 

Definition Wi’. gE=1lg(«H) =IgH (p) 
und hiermit ist der Logarıthmus für alle x—1 (p) definiert als eindeutige reguläre 
analytische Funktion, die den Einheitskreis unendlich oft auf den ganzen Körper Wi 
abbildet, den Gleichungen (28) und (28°) genügt und alle Substitutionen 


|. 5 nel 23:.% &„ beliebige primitive m-te Einheitswurzel 
gestattet. Die Zahlen &,„ sind die einzigen Nullstellen von lg x auf dem Einheitskreis. 


Die Umkehrfunktion e* muß überall in M definiert und unendlich vieldeutig sein. 
(27) führt dazu nicht, wohl aber (27). 


Definiert man nämlich nach (27) allgemein 
 _ 
Definition 2. e = Ver (p), m=1,2,3,..., 
l 
so gibt es zu jedem x, eine kleinste nicht negative Potenz p", so daß p"x, < pP! (p) 


- np _\ 
wird. Dann ist eu] + )' a) (p) 
_ 


pn 
eine eindeutig bestimmte Einseinheit in M und die Ye" sind p" eindeutig bestimmte 
Einseinheiten in M, von denen eine beliebige als Hauptwert H(e“) bezeichnet wird. 
Durch die Def. 2 werden dann der Exponentialfunktion an der Stelle », alle und nur 
die Werte e» = £„Hd(e*) (p) 

zugeteilt. Die so definierte Exponentialfunktion ist überall definiert, regulär, nimmt 
nur Einheiten an und ist die genaue Umkehrfunktion des Logarithmus. Sie genügt 
überall den Gleichungen (27). (27°), in dem bei mehrdeutigen Funktionen üblichen 
Sinn, 

j* 
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Im Nullpunkt kann der Logarithmus nach (28) nie regulär sein. Will man ihn 
für alle von O0 verschiedenen Zahlen in M definieren, so daß (28) gültig bleibt, so hat 
man seinen Wert für eine Nichteinheit völlig frei. Alle andern Werte sind durch diesen 
einen bestimmt. Man setze etwa 

Definition 3 gp=4A’(p) und 5 = pHie#) (p), 
so daß ? eine Zahl auf dem Kreis x — p (p) ist, für die 

(3°) gP=0(p) ist. 

Legt man dann für jedes rationale r = a (g,g) =1 den Ausdruck p’ unter den 


q Werten, die er annehmen kann, irgendwie eindeutig fest, so ist jede von 0 verschie- 
dene Zahl B’ aus M eindeutig in der Form 


B =P&:H, H—i1<i1(p) 
darstellbar und nach (28’) muß definiert werden: 
(3’) lgB’=1gH (p). 
Hiernach ist lg x für alle «+0 (p) in M definiert, eindeutig, regulär, er genügt für alle 
2=+0, y=#+0 (p) den Gleichungen (28), (28°) und ist eine automorphe Funktion, die 


alle Substitutionen x| Emp'x 
gestattet. Und zwar sind dies die einzigen Substitutionen, die er zuläßt. In der Tat: 
ac+tß\ _ r 
Soll 1g =1gx (a, ß, y, ö Konstante) sein, so können weder 8 und 


ö4:0, noch a und y#+O sein. 
Im 1. Fall ist für hinreichend kleines x (x p? (p)) 
1 


acx+ß_ B rn 

14+7 (1 +2£), d<pr (p), 
im 2. für hinreichend großes x (x — p-"" (p)) 

ax +ß . 


—_ TE- (440), P<piäp). 
Y 
Es nimmt daher in beiden Fällen Ig Eh) auf einem festen Kreis um den Null- 


* 
punkt nur Werte z2—C < pP! (p) an, wo C eine Konstante bedeutet, während Ig x 
jeden Kreis um den Nullpunkt auf den ganzen Körper M abbildet. 
Es bleiben daher nur die Gleichungen 


1 
lg(ax)=lgx, 1 =1gx (p) 


übrig. Aus der zweiten würde Ig (yx?) = 0, also Igx=0(p) folgen, was falsch ist. 
Aus der ersten folgt ga=0 (p). 
Nun hat aber Igx in M nur die Nullstellen &„p’, es muß also 
a=&„p’ (pP) sein, w.z.b. w. 

Für die Exponentialfunktion bedeuten die Definitionen (3), (3’), daß e* an einer beliebigen 
Stelle x, alle und nur die Werte 

e© = emp’ H(e*) (p) 
zugeteilt werden. e” kann dann in M alle von O0 verschiedenen Werte annehmen und 


erfüllt überall die Gleichungen (27) und (27°) in dem bei mehrdeutigen Funktionen 
üblichen Sinn. 


Siehe den Nachtrag zu dieser Arbeit auf S. 651. 























Über die Anzahl der Lösungen von Kongruenzensystemen. 


Von F. Klein in Barmen. 


Problemstellung. 


In der folgenden Untersuchung, in der eine in einer früheren Arbeit !) dargestellte 
Theorie weiter entwickelt wird, wird auf die Aufgabe eingegangen, die Anzahl der 
Lösungen eines Kongruenzensystems für den Fall anzugeben, daß für die Unbestimmten 
nur Zahlen aus gewissen Restklassensystemen zugelassen werden. Das Ergebnis der 
Untersuchung besteht in der Feststellung, daß die „Anzahlfunktion‘‘, d.h. die zahlen- 
theoretische Funktion, die angibt, wieviel Lösungen das vorgelegte Kongruenzen- 
system besitzt, vom Typus der nachstehend gekennzeichneten Funktion y(m) ıst: 


1. Sind m’ und m’ ohne gemeinsamen Teiler, so findet statt 
v(m’m’’) = y(m’)y(m’’). 
2. Für eine Primzahlpotenz p? gilt 


y(p?) =Hyip), 
wo H eine gewisse ganze Zahl ist, deren Abhängigkeit von den in Frage kommenden 
Größen noch angegeben wird. 


Bezeichnend für die erste Funktionalgleichung ist ihre Starrheit; sie ist für alle 
möglichen Kongruenzen- und Restklassensysteme dieselbe. Im Gegensatz dazu richtet 
sich der Faktor H in der zweiten Funktionalgleichung wesentlich nach dem gegebenen 
Kongruenzensystem und in gewisser Weise auch nach den vorgelegten Restklassen- 
systemen; eine große Rolle spielt dabei die gegenseitige Abhängigkeit bzw. Unab- 
hängigkeit der in dem System vereinigten Kongruenzen. 


Diesen Funktionalgleichungen genügt bekanntlich auch die Anzahl der posi- 
tiven ganzen Zahlen, die kleiner als m sind, ferner die Anzahl der positiven ganzen 
Zahlen, die kleiner als m und teilerfremd zu m sind. 

Im einzelnen liegt der Arbeit der folgende Gedankengang zugrunde: In $ 1 
werden die in Frage kommenden Eigenschaften von Restklassensystemen kurz entwickelt. 
$2 enthält den Kern der Untersuchung; hier werden die schon erwähnten Funktional- 
gleichungen abgeleitet. In $3 betrachten wir besondere Restklassensysteme, die wir als 





!) Über die Anzahl der Lösungen von gewissen Kongruenzensystemen. Dissertation, Jena 1925, 
nicht im Druck erschienen. 

Bei dieser Gelegenheit spreche ich Herrn Geheimrat Haußner für verschiedene Anregungen 
meinen herzlichen Dank aus. Außerdem bin ich Heırn Hasse für Verbesserungsvorschläge zu Dank 
verpflichtet. 
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Stämme bezeichnen. Im Hinblick auf Anwendungen, die einer besonderen Untersuchung 
vorbehalten bleiben, führen wir in $ 4 die Bestimmung von H in einem ausgezeich- 
neten Fall durch. 

Im folgenden treten nur ganze rationale Zahlen auf. 


S 1. Restklassensysteme. 
Es sei m > 1 und S(m) ein System von Restklassen mod m. Ist m’ ein Teiler von 
m (m’ > 1), so erzeugt jede Restklasse x mod m vermöge der Kongruenz 
(1) <=x modm’ 
eine bestimmte Restklasse ©’ mod m’. Das in dieser Weise durch S(m) und m’ her- 
gestellte Restklassensystem bezeichnen wir mit S(m’). Ist insbesondere 


l. 
m = II p%: 
ya=1 


die Primfaktorenzerlegung von m, so kann man auf Grund der angegebenen Kon- 
struktion dem Restklassensystem S(m) eine Schar von A Restklassensystemen S(p,) 
zuordnen. 


Die umgekehrte Zuordnung regelt sich in folgender Weise: 

a) Es sei m = m’m’” eine Zerlegung von m in zwei teilerfremde Faktoren 
(m’ > 1, m’ > 1). Ist dann uw’, w” ein stets vorhandenes Zahlenpaar !) mit den 
Kongruenzeigenschaften 


v1 i 
u =0 


so wird bekanntlich jede Restklasse x mod m vermöge der Kongruenz 


u 
mod m y mod m’, 


-_—- 
_— 
m 


(2) 


(3) z=ux +u”x’ mod m 


(1,1)-deutig und bezüglich Addition und Multiplikation isomorph auf ein Restklassen- 
paar x’ mod m’, x’’ mod m” bezogen. Dabei werden gemäß (1) die „Komponenten“ 
x und x” durch 

(4) x= x modm', xz=x' mod m’ 


bestimmt. Die durch (2), (3) und (4) vermittelte Zuordnung zwischen $(m) und dem 
Paar von Restklassensystemen S(m’), S(m’’) ist also umkehrbar eindeutig. Diese 
Betrachtung zeigt weiter, daß auch zwischen dem System S(m) und der Schar der 
), Systeme S(p?) eine (1,1)-deutige Zuordnung besteht. 


b) Es liege nun ein System S(p°+!) (e>1) von Restklassen mod p**! vor. 


Hier wird die zwischen S(p**!) und S(p‘) bestehende Zuordnung geregelt einerseits 
durch 


(5) zer) = rl) mod p‘ 
und andererseits durch 
(E-+ ( Me 
(6) tert +9 mod pp, 


wenn x“ eine Restklasse mod p*+!, x) eine Restklasse mod p* und £&® ein ganz- 
zahliger Parameter ist. Daraus ergibt sich, daß zwar eine Restklasse x(*+) mod p*t! ver- 
möge (5) genau eine Restklasse x) mod p‘ erzeugt, daß aber umgekehrt wegen (6) x 
soviel mod p“'! inkongruente Restklassen x(*+1) erzeugt, wie zulässige Werte des 


') Tabellen für derartige Zahlenpaare findet man bei M. Kraitchik, Recherches sur la Theorie des 
Nombres (1924), S. 26—27 u. S. 69. 
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Parameters £” vorhanden sind. Den Bereich der zulässigen Werte &” bezeichnen wir 
mit [&®]; er ist durch x*' bestimmt. Die Extremfälle sind offenbar die, wo [£®] nur 
aus einer einzigen Zahl bzw. aus einem vollständigen Restsystem mod p besteht. Den 
letzten Fall werden wir in $ 3 besonders betrachten. 

Die Zuordnung zwischen S(p?) und S(p) 1=ZSe=sö—.1) findet man hiernach 
durch Einschaltung der Restklassensysteme S(p%!),..., S(p**t!). 


$ 2. Lösungen von Kongruenzensystemen. 
Es seien S;(m) (k =1,...,r) r Systeme von Restklassen mod m, die nicht ver- 
schieden zu sein brauchen. Ferner sei 


(7) f;(2,)= a; mod m ( =1,...,$) 
ein System von s Polynomkongruenzen mod m in r Unbestimmten &,,.. .,%,, wobei 
also f,(x,) zur Abkürzung für f;(&,,...,%,) gesetzt ist. Wir nennen eine Lösung (z;) 


mod m des Systems (7), d.h. ein (7) genügendes System von r Restklassen x, mod m, 
von der Art S,(m), wenn jedes x; dem System S;(m) angehört. Mit y (m) bezeichnen 
wir die Anzahl der verschiedenen Lösungen von (7) von der Art $S;.(m). Entsprechend 
sei, wenn m’ ein Teiler von m ist, y(m’) die Anzahl der Lösungen des Systems 


f;(&,;) = a, mod m’ 
von der Art $;.(m’). Wir wollen eine Beziehung zwischen y(m) und den Lösungsan- 
zahlen y(p,) aufstellen. 

1. Es sei wie soeben m = m’m’’(m’ > 1,m’’ > 1) eine Zerlegung von m in 
zwei teilerfremde Faktoren. Dann erzeugt jede Lösung (x;) des Systems (7) auf 
Grund der Kongruenzen (4) ein Paar Lösungen («;), (27') der Systeme 

(8) f;(2,) = a, mod m, f,(x,) = a, mod m”; 
und umgekehrt ergibt ein Paar Lösungen (x;), (27) der Systeme (8) vermöge (3) eine 
Lösung (x;) von (7). Überdies sind die Lösungen (x;), (27) von der Art S,(m’). 
S.(m’’), wenn (x) von der Art S,(m) ıst und umgekehrt. Hiernach gilt 

p(m) = y(m’) w(m’') 
und insbesondere 


(9) (m) -/Iv y(p”-) 


2. Es seien S,.(p"*!) (€ 1) r Restklassensysteme mod p**!. Wir beweisen dann 
die Beziehung y(p'!) =G,y(p*), 
wo die ganze Zahl G, nicht von den Restklassensystemen S;(p“) abhängt. 
Einerseits entspricht nämlich jeder Lösung (z/‘"') des Systems 
(10. ;1) I.) = a; mod p**! 


a 1 
vermöge der Kongruenz I mod p' 


genau eine Lösung («\®) des Systems (10,). Und ist dabei( ar D) von der Art $,(p*"*), 
so ist (a) von der Art S,(p*). 

Ist andererseits (x) eine Lösung von (10,), so läßt sich daraus folgender- 
maßen eine Anzahl G, von mod p* zu (x”) kongruenten, mod p‘'' inkongruenten 
Lösungen («'*”) von (10,;,) herleiten. Wir setzen an 


(11) te ke mod p*" 
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Dann ist 
OKZA afı'ay) 
or 
Bestimmt man ferner vermöge der aus (10,) fließenden Kongruenzen 
I.) = = q, 4 mp‘ mod pt" 


s ganze Zahlen »®, so wird durch (11) dann und nur dann eine Lösung von (10, s 
(e 


a )=hl)+Pp ya 


k=] 


mod p* (also mod p*t!). 


geliefert, wenn die dem linearen Kongruenzensystem 


r (€) 
(12) 25 we s . + =0 modp 


genügen. Ist nun (a; ) von der Art S,(p“*'), so ist offenbar (x?) von der Art S,(p‘). 


Ist umgekehrt (ai ) von der Art $,(p*), so ist (au+2) wegen (11) dann und nur dann 
von der Art $,(p“"'), wenn gemäß $ 1,b) jedes Dr dem Bereich [&9] angehört. Be- 
zeichnet man also zn G, die Anzahl der mod p Innen Lösungen ( er von (12) 
derart, daß jedes ££’ dem Bereich [&”] angehört, so entsprechen jeder Lösung (x‘”) von 


(10,) von der Art S,(p‘) genau G, mod p* zu (x) kongruente, mod p“*' inkongruente 
Lösungen (x; ) von (10,+,) von der Art S,(p‘*'). 

Somit folgt y(p*) =G,y(p%), 
wo G, nicht von den Restklassensystemen S,(p‘) abhängt. Man schließt weiter 

(13) y(p?) =Hy(p) 


mit 2 =G, -:G,_, Dabei ist 7 unabhängig von den S,(p). 


3. Aus der Kombination der beiden Funktionalgleichungen (9) und (13) ergibt 
sich endlich 


A 
(14) y(m)=/ / H,y(p,) 


vl 

Die Bedeutung dieser Fundamentalformel beruht darauf, daß die Bestimmung von 
y(m) auf die Auflösung von Kongruenzensystemen mit Primzahlmoduln zurückgeführt 
wird, wobei insbesondere die Bestimmung der H, nur lineare Kongruenzensysteme er- 
fordert. Die Formel (14) bzw. (13) wird wesentlich einfacher, wenn wir zwei verhältnis- 
mäßig allgemeine Voraussetzungen hinzunehmen, deren eine die Restklassensysteme 
S,(m), deren andere das System f,(x,) betrifit. Das soll in den beiden nächsten Para- 
graphen geschehen. 


$ 3. Stämme. 


Ist das Restklassensystem S$(p*t1) so beschaflen, daß es mit einer Restklasse 


x mod p*+! auch alle Restklassen x + &”p* mit beliebigem ganzen £ aufweist, d.h. 
enthalten die Systeme S(p**!) und S(p‘) genau dieselben Zahlen, nur anders in Rest- 
klassen verteilt, so tritt der in $ 1,b) erwähnte Fall ein, daß der Bereich [£'”] alle 
Werte eines vollständigen Restsystems mod p umfaßt. Ist weiter das Restklassensystem 
$(p?) so beschaffen, daß für jedes e 1Se<ö-—1) die Bereiche [£®] vollständige 
Restsysteme mod p sind, so gehören mit einer Restklasse x mod p? auch stets alle 
Restklassen x + &p mit beliebigem ganzen & zu S(p®), und die Systeme S(p?) und 
$(p) sind aus denselben Zahlen zusammengesetzt. Derartige Restklassensysteme S(p?) 
treten häufig auf; die meisten aus der elementaren Zahlentheorie bekannten Restklassen- 
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systeme fallen hierunter, wie gleich gezeigt wird. Es ist aus diesem Grunde an- 
gebracht, sie besonders zu bezeichnen. Wir wollen sie Stämme nennen. Allgemeiner 
nennen wir ein Restklassensystem S(m) einen Stamm, wenn jedes Restklassensystem 
S(p®) ein Stamm ist. Einige Beispiele von Stämmen mögen folgen. Auf den leicht zu 
erbringenden Nachweis der Stammeigenschaft gehen wir nicht ein. 

1. In bezug auf eine feste Zahl k können sämtliche zu der Primzahlpotenz p? 
relativ primen Zahlen in zwei Abteilungen eingeteilt werden. Die erste Abteilung um- 
faßt alle h-ten Potenzreste, die zweite alle A-ten Nichtreste. Dabei kann der Fall eintreten, 
daß die zweite Abteilung leer bleibt. Eine beliebige zu m teilerfremde Zahl gehört in 
bezug auf jedes p°, der ersten oder zweiten Abteilung an. Hiernach können sämtliche 
zu m teilerfremden Zahlen in 2% verschiedene Abteilungen eingeteilt werden in der Weise, 
daß die Zahlen derselben Abteilung in bezug auf jedes p®, den gleichen Restcharakter auf- 
weisen. Dabei treten zwei extreme Abteilungen auf. Die Zahlen der einen Extremal- 
abteilung sind A-te Reste in bezug auf jedes p’, während die Zahlen der anderen 
Extremalabteilung A-te Nichtreste in bezug auf jedes p®, sind. Diese beiden Ab- 
teilungen mögen als totale Restabteilung bzw. als totale Nichtrestabteilung der A-ten 
Potenz unterschieden werden. 

Fügt man nun noch die weitere Bedingung hinzu, daß h und m ohne gemein- 
samen Teiler sind, so ist jede der 2% Abteilungen ein Stamm S(m), wenn man die 
Zahlen jeder Abteilung nach Restklassen mod m gruppiert, wobei natürlich von leeren 
Abteilungen abzusehen ist. Übrigens kann die h und m betreffende Einschränkung 
noch präzisiert werden, was aber für unsere Zwecke überflüssig ist. 

Der umfassendste Stamm in zu m relativ primen Zahlen ist das verkürzte 
Restklassensystem mod m. Man erhält denselben für A =1, in welchem Fall sich die 
2* Abteilungen auf die totale Restabteilung reduzieren. 

2. Der in ganzen Zahlen umfassendste Stamm S(m) ist offenbar das vollständige 
Restklassensystem mod m. Man kann leicht weitere Stämme konstruieren, doch soll 
darauf nicht eingegangen werden. 

Die Stammeigenschaft der Restklassensysteme S$,(p?) wirkt sich in einer ver- 
einfachten Bestimmung der Zahlen G, aus. In diesem Fall gibt nämlich G, die Anzahl 
der mod p inkongruenten Lösungen (&”) des linearen Kongruenzensystems (12) in ganzen 
Zahlen an, ohne daß die y einer weiteren Bedingung unterworfen sind. Die Bestimmung 
von G, macht also keine Schwierigkeiten. Die Lösungsanzahl eines solchen Systems 
hängt bekanntlich von den Eigenschaften der zugehörigen Koeffizientenmatrix ab '). 
In bezug auf das System (12) geht dieselbe in die Funktionalmatrix der f,(x,) über. 
Wir wollen im nächsten Paragraphen zeigen, daß für Stämme gilt 

G; pP”, 
wenn das System f,(x,) geeignet spezialisiert wird. 


S 4. Kongruenzensysteme vom Rang s. 


Es ist zweckmäßig, zuerst auf einige Eigenschaften der vermittels der Funk- 
tionalmatrix der f,(x,) zu bildenden Determinanten hinzuweisen. 


1. Es sei s<r. Zur Abkürzung werde gesetzt 


——.. 





!) Vergl. z.B. die Darstellung bei P. Bachmann, Die Arithmetik der quadratischen Formen, Erste 


Abteilung (1898), S. 351 ff. 
Journal für Mathematik. Bd. 159. Heft ı. ö 
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und somit auch A (x) =. = (a9) mod p. 


Daraus folgt, daß die Determinanten dieser Reihe entweder alle durch p teilbar oder 
alle zu p teilerfremd sind. Entsprechendes gilt für die übrigen Determinanten, die der 
“unktionalmatrix entnommen werden können. 


2. Es liege die Matrix (b,) vor (s=Zr). Die Elemente b,, seien ganzzahlıge 
Polynome ın o Veränderlichen y,,..., Y,: Wir definieren: Die Matrix (b,,) heiße an 
der Stelle y.,.-.; y, vom Rang o mod p (0 =s), wenn sie mindestens eine o-reihige 
Determinante enthält, die an der betreffenden Stelle zu p teilerfremd ist, während jede 


Determinante mit mehr als o Reihen durch p teilbar ist. 


3. Nunmehr setzen wir folgendes voraus: 


1 2 .. 
(x\’) sei eine Lösung des 


is seien die r Restklassensysteme S,(p?) Stämme. 
Systems [.(&)=a,;, modp (E =1,...,s;s Sr) 
von der Art S,(p). Die zu dem Funktionensystem /;(2,) gehörende Funktional- 
matrix sei an der Stelle (2) vom Rang s mod p. Ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit dürfen wir annehmen, daß stattfindet 

A (al) == 0 mod p. 
Dann wird behauptet: G, =: =6,, =. 
Beweis: Das Kongruenzensystem 


"a Ihlak’) 
’ 04 
besitzt soviel inkongruente Lösungen (&’), wie der Ausdruck p’ * angibt, d. h. 
G] = ut, 
Zu jeder Lösung (x‘) gehören hiernach p""* verschiedene Lösungen (a). Wegen 
A (x) = Alal>) ==(0) mod p 
weist das Kongruenzensystem 


eo Aılaz ) 


+,®=0 mod p 


k=l 


+r7@=0 mod p 


k=1 ' 0% 
ebenfalls p"—* inkongruente Lösungen auf; es ist also auch 
G=p". 


So fortfahrend ergibt sich, daß für jeden in Frage kommenden Wert G, die Behaup- 
tung richtig ist. Unmittelbar folgt daraus 

y(p) = pt mem pp). 
Übrigens gilt diese Formel auch für y(p) =0. Somit darf man den Satz aufstellen: 





(s 
St 


el 


- 5. 4 5 
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Ist die Funktionalmatrıix des Systems /,(x,) vom Rang s mod p, an allen 
Stellen, die Lösungen der Kongruenzensysteme 


(15) f(x) = a, mod p, 
von der Art Sx(p,) sind (und somit auch an allen Stellen, die Lösungen des 
Systems 

(16) f,(x,) = a; mod m 


von der Art S,(m) sind), so genügt die Anzahl y(m) der Lösungen von der Art 
S,(m), wo die S,(m) Stämme sind, der Beziehung 


(17) yim) = [ rm Dyp). 


v=l 
Insbesondere gilt (17), wenn die Funktionalmatrix der /,;(z,) an den betreffen- 
den Stellen gleichmäßig vom Rang s mod p, ist. Dabei nennen wir eine Matrix (b,,) 
(s=r) gleichmäßig vom Rang o mod p an der Stelle y,,...,y,, wenn an dieser 
Stelle jede o-reihige Determinante (s<s) zu p teilerfremd, jede Determinante mit 
mehr als o Reihen durch p teilbar ist. Und nun gilt die folgende Umkehrung '): 
Ist erstens die Funktionalmatrix der /,(x,) gieichmäßig vom Rang s mod p, 
an allen Stellen, die Lösungen der Systeme (15) von der Art $,(p,) sind (und 
somit auch an allen Stellen, die Lösungen von (16) von der Art S,(m) sind) und 


besteht zweitens zwischen den Lösungsanzahlen y(m) und y(p,) die Beziehung 
(17), so sınd die Restklassensysteme S,(m) Stämme. 


Beweis: Gemäß $1,b) haben wir nur nachzuweisen, daß jeder Bereich [& | 
ein vollständiges Restsystem mod p ist. Daß das zutrifft, sieht man, wenn das System 


r (E) 
DR A 


12 . 2 nd) — 
(12) aan FM 0 mod p 


— 
1 


herangezogen wird. Da dasselbe nach s beliebigen der Unbestimmten &” aufgelöst 
werden kann, so nimmt die Anzahl G, der Lösungen (&9) von (12) dann und nur 
dann den Wert p””" an, wenn jedes &/’ alle Werte eines vollständigen Restsystems 
mod p durchläuft. 


Über die Bestimmung von y(p) bei Kongruenzensystemen von gleichmäßigem 
Rang soll demnächst berichtet werden ?). Es mag noch bemerkt werden, daß die 
linearen Systeme, auf die naturgemäß die Untersuchungen von Stäckel-Weinreich und 
Haußner über Lückenzahlen führen ®), von gleichmäßigem Rang sind. 





') Die Anregung dazu verdanke ich Herrn Hasse. 

®) Einiges ist bereits in meiner Dissertation ausgeführt. In diesem Zusammenhang sei daraut 
hingewiesen, daß das dort behandelte Problem eine neuerdings von Herrn Rademacher gestellte und von 
Herrn A. Brauer gelöste Aufgabe umfaßt. (Jahresber. d. Deutschen Math. Ver., Bd. 34, 1926, S. 158 u. 
Bd. 35, 1926, S. 92—94). 

®) P. Stäckel, Die Darstellung der geraden Zahlen als Summen von zwei Primzahlen, Sitzungsber. d. 
Heidelb. Akad. d. Wissensch. 1916, 

Derselbe, Die Lückenzahlen r-ter Stufe und die Darstellung der geraden Zahlen als Summen und 
Differenzen ungerader Primzahlen. Mit Beiträgen von W. Weinreich. Sitzungsber. d. Heidelb. Akad. d. 
Wissensch. I. Teil 1917; II. und III. Teil 1918. 

P. Stäckel und W. Weinreich, Die Darstellung gerader Zahlen als Differenzen und Summen von 
Primzahlen, Abhandl. d. Heidelb. Akad. d. Wissensch. 1922. 

R. Haußner, Über die Stäckelschen Lückenzahlen und den Goldbachschen Satz, Jahresber. d. 
Deutschen Math. Ver., Bd. 31, 1922, S. 115—124. 
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Untersuchungen über die Eigenschaften erster Ordnung 
von reellen Strahlensystemen. 
1. Analytische Darstellung der Theorie. 
Von M. Herzberger ın Wetzlar. 


Inhaltsübersicht. . 
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Il. Zweifach unendliche Strahlensysteme (Kongruenzen) .........--z+r22erseneeneeenneennen 40 

Ill. Dreifach unendliche Strahlensysteme (Komplexe) ..........-...:-s22seeseneeeneeneneeennne 41 
Einleitung. 


Ausgangspunkt für diese Untersuchungen bildeten Probleme der geometrischen 
Optik, bei denen es darauf ankam, die charakteristischen Eigenschaften erster Ord- 
nung eines Lichtstrahlenbündels zu suchen, und ihre Änderung bei Brechung und Re- 
flexion zu studieren. 


Die schönen Untersuchungen von Hamilton und Kummer reichten nicht voll 
zu einer einfachen geometrischen Deutung aus. Dagegen gab hier ein verallge- 
meinerter Windungs- und Krümmungsbegriff erschöpfende Auskunft über die geome- 
trischen Verhältnisse und ließ die geometrische Bedeutung der schon von Charles Sturm 
(1) abgeleiteten Formeln über Brechung und Reflexion an beliebigen Flächen klar er- 
kennen. Die Betrachtung gab auch Auskunft über die Verhältnisse, die vorlagen, wenn 
die Sturmschen Formeln. versagten. 


Die Untersuchungen waren zunächst auf solche zweifach unendliche Strahlen- 
systeme beschränkt, die die Eigenschaft haben, Normalensysteme zu sein, d. h. auf einer 
Schar paralleler Flächen senkrecht zu stehen. Später dehnte ich meine Untersuchungen 
auf allgemeinere Systeme aus. Hıer ergab sich die Bedeutung eines bestimmten Winkels, 
den ich Rotationswinkel nennen möchte; er verschwindet nur für Normalsysteme. 


Mit Hilfe dieses Winkels, auf dem das Schwergewicht der nachfolgenden Unter- 
suchungen ruht, gelingt es auch, Licht zu bringen in das bisher ziemlich dunkle Gebiet 
der Linienkomplexe. Es soll im folgenden nur das rein Mathematische dargestellt werden. 
Die Veröffentlichung der Anwendungen auf die geometrische Optik sei einem kleinen 
Buch überlassen, das demnächst in der Sammlung ‚‚Die Grundlehren der mathematischen 
Wissenschaften‘ erscheinen wird. 

Die Rechnungen werden im nachfolgenden vektoriell durchgeführt (siehe zur 
Bezeichnungsweise: Blaschke (1)). Vektoren werden mit deutschen Buchstaben be- 
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zeichnet. Das skalare Produkt durch Nebeneinanderschreiben oder durch einen Punkt: 
ab oder a -b, das vektorielle Produkt durch x :axb bezeichnet. 


Für das dreifache Produkt (ax b) -c schreiben wir (a, b, c). 


I. Einfach unendliche Strahlensysteme (Regelflächen). 

Ein Strahl ist bestimmt durch Punkt a und Richtung (Einheitsvektor s). 
v=a+ 48 ist die Gleichung der zugehörigen Geraden. 

Eine eindimensionale Geradenmannigfaltigkeit ist gegeben durch a(u) + Z5(u). 
Also: gegeben ist eine Kurve a(u) und durch jeden ihrer Punkte eine Gerade in der Rich- 
tung (u) oder: gegeben ist eine Regelfläche, d.h. eine zweifach unendliche Punkt- 
mannigfaltigkeit b(u, /), die mit jedem ihrer Punkte auch eine durch ihn gehende Gerade 
enthält. Beide Betrachtungsweisen sind nützlich. 

Betrachten wir zwei Geraden. Charakteristisch ıst für diese Konfiguration der 
Fußpunkt des gemeinsamen Lotes und die Länge und Richtung dieses gemeinsamen 
Lotes. Seien die beiden Geraden gegeben durch: 


a+ 43 
(a+ Aa) + uls + 45), 
so wird der Fußpunkt des gemeinsamen Lotes durch a + r3 mit 
(Aax3)($x 43) 


1) 1 T78x 48)® 


gegeben, dıe Länge des gemeinsamen Lotes ist proportional 
Aa,3, 43 
D ,_ (405,45) 
(3x 43)? 
Betrachten wir eine eindimensionale Strahlenmannigfaltigkeit 
a(u) + As(u), 


- Aaxs)(sx 43 AXS)\(3’xX 5 
so hat (3) -— m (Jaxdl Las . 3° ) 
Au0 (3x 43)? (3’x 3)? 
eine leicht erkennbare geometrische Bedeutung. — Ferner ist gegeben: 
(4) u (a =. 


“y 


ein Ausdruck, den Hamilton als ‚coefficient of undevellopability‘‘ bezeichnet: wir 
werden ihn noch geometrisch deuten. Beide Größen haben eine geometrische Be- 
deutung und sind unabhängig von der Wahl des Parameters (zu). 

Der Punkt a + r$ heißt der zu dem Strahl gehörende virtuelle kaustische Punkt 
auch Kehlpunkt (s. Blaschke). Auf der Fläche wird, wenn wir (u) variieren, durch (3) 
eine Kurve bestimmt, die wir die zugehörige virtuelle kaustische Kurve nennen wollen. 

In der Literatur kommen die Namen Gratlinie, Striktionslinie (Study, Zindler) vor. 

Ist »=0, so ist die betrachtete Regelfläche abwickelbar. Dann ist die Striktions- 
linie die Rückkehrkante (aröte de rebroussement) dieser Regelfläche. Wir wollen dann 
den durch (3) bestimmten Punkt kaustischen Punkt bzw. eine solche Linie kaustische 
Linie nennen (ohne virtuell) in Anlehnung an Hamilton. 

Allgemein ist » für den betrachteten Strahl charakteristisch; gehen wir zu einem 
andern Punkt auf dem Strahl über, so ändert sich ‚‚»“ nicht. Man bezeichnet » mit dem 
Ausdruck Drall (Blaschke), parametre de distribution (Chasles, Mannheim). 

Neben r und » ist es noch nützlich, die Ausdrücke 
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SER, 1... . „nl. 

(5) Zu (a’x 5)? 
Ei nd a. zu betrachten. 
T (a’x 5)“ 


Besteht unser Geradensystem aus den Hauptnormalen der Ausgangskurve, so ist 
die Krümmung, die Windung derselben. Auch sonst lassen sich diese Größen 
0 4 
ähnlich geometrisch deuten. 


Man hat bisher bei Strahlensystemen sich vorwiegend mit r, bei der Unter- 
3 a 
suchung der Flächennormalen vorwiegend mit = beschäftigt. Die auffällige Sym- 


metrie der vier Formeln 


UXS)F’XS Ux8)3 
AND 
(37x 8)? 3'2 
(A ’ a\f/zr ‚ 
) 1 Bu (A XS)(8 X$) _ (a x5)5 
0 (a’x 3)? T (a’x 3)? 


reizt, sie zusammen zu behandeln. Die drei hier vorkommenden 
Vektoren (a’x3), (8x8), 3’ stehen alle auf 3 senkrecht. Außer- 
dem steht 8’x3 senkrecht auf 3’ und hat dieselbe Länge wie $’. 


u .. Wenn wir dıe drei Vektoren von einem Punkt aus abtragen, erhalten 
4 x# wir folgende Figur (s. Fig. 1). 











Figur 1. Bedeutung Wir führen den Winkel @ zwischen 8’x5 und a’x5 ein. Es ist 
d. „Drehungswinkels“ y. j 
to _ (XI E 
(6) 5 (a’x38)(3’xX 5) 
wg [EREREN „Iran 
Y (axs)232 |” (a’x8)2(g’x8)% 


“i 


„9“ wollen wir den Drehungswinkel nennen. Es ist, wie man leicht erkennt, der 
Winkel, den die Flächennormale an der Regelfläche im betrachteten Punkt mit der Nor- 
male im unendlich fernen Punkt bildet, also der Winkel, um den sich die Tangential- 
ebene längs des Strahls gedreht hat auf dem Wege vom unendlich fernen Punkt bıs 
zum Ausgangspunkt. Aus (A) und (6) folgt: 


1 
v=rtgop r-— = 008° p 

(M 1 1 N 
o-- » _ =sin’@p. 


Aus v=rtgo folgt, daß rtgo längs des ganzen Strahls konstant bleibt. Ist 
v=0(, so heißt das 90, d.h. die Tangentialebene an der Regelfläche ist längs des 
betrachteten Strahls konstant. Die Fläche ist dann, wie bekannt, längs des Strahls 
abwickelbar. 

Ist »=]=0, so folgt aus v=rtgy, daß die Tangentialebene sich einmal um den 
Strahl dreht; gleichen Abständen vom kaustischen Punkt r und — r entsprechen gleiche 
Drehungswinkel: x und — 9. Dadurch sind eigentlich die Eigenschaften erster Ord- 
nung eines Strahlenbündels längs eines Strahls erschöpfend gekennzeichnet. 


Wir wollen die Formeln (A) noch ein wenig umformen mit Hilfe von (7). Drücken 


wir alle Größen durch r und , bzw. und = aus. 
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cos? ’ 
r ! 0 COS” 4 
0 
sın p cos ’ 
y=r tg p yz = 9SIN PCOos q 
1 = 
(8) 
0 
1 cos? p 1 
0 Tr O 
1 sin p cos g 1 1 t 
= — ( 
4 r 7 [# 5 ! 


Nur für die abwickelbaren Flächen wird v = 0, also 0, d.h. 


0 r 
(9) | 
y= =), 
T 
2 | 
Interessant ist noch, alle Größen durch r und » bzw. und auszudrücken. 
0 = 
| 
r 0 0T° 
j . e h 
(1 \ [ 1 r 0? + 7° 
Ar | 
07 5 2 
| 
(10) R tg Y u ce w 5) ) u > 
r T /1 ) /1 r e4+r 
\ 0 \ = Fr 
= - ce .“ p= TUBRMEE nn - 
r? + y? P r +" 0+7To 
v 1 
r? u y? T 


Auch hıer ist die Symmetrie äußerst auffällig. 


Bei allen diesen Betrachtungen war vorausgesetzt, daß sowohl 5’? +0, als auch 
(a’x8)® +0. Diese Ausnahmefälle müssen besonders betrachtet werden. 


Wir wollen hierbei jedoch wie im vorigen Fall auch voraussetzen, daß unsere 
Ausgangskurve vernünftig gewählt sei, d.h. daß jedem benachbarten Punkt u der 
Kurveein und nur ein Strahl und jedem benachbarten Strahl ein und nur ein Punkt der 
Kurve zugeordnet sei. 


Fall I. 3®=0. Dann nennen wir die Fläche längs des betrachteten Strahles 
zylindrisch. Sei (a’x3)=+F0; dann gibt a’xs die Richtung der Normalen an der Regel- 


fläche längs des Strahls an. Die Fläche ist längs des Strahls abwickelbar. I =(; 


U 


der kaustische Punkt liegt im Unendlichen. Es ist @ =(. 


Fall II. (a’xs)?=0. Sei 3’”°+0, dann ist die betrachtete Fläche abwickelbar., 


‚= m 0, = 0, und der Ausgangspunkt liegt auf der Gratlinie. Es str=o=U, 
T 


und 3’x3 gibt die Richtung der Normalen längs des Strahls an. 
Fall III. (a’x3)?= 3’?=0. Der betrachtete Strahl ist isoliert. 
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I. Zweifach unendliche Strahlensysteme (Kongruenzen). 
Gegeben sei ein zweifach unendliches Strahlensystem a(u, v) + A3(u,v). Man kann 
das auch so lesen: Gegeben sei eine Fläche a(u, v) und jedem Punkt der Fläche u, v 
eineindeutig zugeordnet ein Strahl in der Richtung 3(u,v). Wir betrachten wieder 





die vier Größen a re 5m (a rn 
1 _ __ (a'x8)(8'x 3) 1 (a'xs)8' 
2 (a’x 5)? T (ax3)2' 


Die vier darin vorkommenden quadratischen Formen wollen wir nach u’ und v’ 
entwickeln und wie folgt schreiben: 

I. 3? = (8$’x3)? = Eu”? +2Fuv +Gv” 

II. (!x8)? = Eu’? +2%uvV +©v”? 

II. (8) X8) = eu? + (+ fWv + gvV2 

IV. (a’x3s)5 = eu” + (+ F)uv’ + gvV”. 

Durch eine reelle Transformation in zu und v, d. h. durch eine andere Koordinaten- 
wahl auf der Ausgangsfläche kann man erreichen, daß zwei von den quadratischen 
Formen als Summe von Quadraten erscheinen. Es liegt nahe, im Gegensatz zu dem 
bisher geübten Brauch (s. Kummer) statt der Formen I und III die Formen I und II 
sımultan in Quadratsummen zu verwandeln. Die so entstehenden Koordinaten nennen 
wir Normalkoordinaten, die Darstellung Normaldarstellung. 

Sei also unser System in der Normalform ge- 
geben, d.h. 

F= (8%) = (uxX8)(.xX 8) = 0 

R) = (WXS)(MX$) = 0. 
Betrachten wir nun die Vektoren $,, 8; 3uX8, ,X3, 
AuX 8, 0,X 8. Sie stehen paarweise aufeinander senkrecht 
und sind insgesamt senkrecht zu 3, d.h. komplanar. 
Tragen wir sie von einem Punkt aus ab (s. Fig. 2). 

Durch Figur 2 wird der Winkel % definiert, den wir den Rotationswinkel der 
Kongruenz nennen wollen. Seine Bedeutung wird in der Zukunft klarer hervortreten. 


Aus Figur 2 folgt: 


l 





Figur 2. 
Bedeutung des Rotationswinkels ı. 








emo (wi) _ (33) _ (AuXEEXE) _ (MX S)(EuX 3) 
(11) Be (Au X S)(SuX 8) u (0.X 5)(5,X 5) 2 (Au; 5, 5,) je (Q,, 5, 54) 
e ’ 


Mit Hilfe dieser Formel wird man nun leicht instandgesetzt, die Verhältnisse zu 
überblicken. Setzen wir in (A):v’=(, so erhalten wir eine in unserer Kongruenz ent- 
haltene Regelfläche v = const; analog u =const für uU"=0. Die zugehörigen Werte sind: 


für v = const analog für u = const 
P 3 
non ee 
e q 
ee gwy=7 yeniy=n 
9) 
(12) I e  cos®y El g _ cos?y 
0, u E rt] 09 “x G Ta 
ee _tgy __ cosysiny 1 9 _tgy _ cosysiny 
u eG r, ss dd & p 


as 


fat 





rw RE 
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Es ist nun nur noch notwendig, die /, f', j, | durch die entsprechenden Größen 
auszudrücken. 
Sei AUX8 = aydu + Pro 
WXS = Ad + Prir- 


e j 
Wir finden: a= un 
. E 3 G 
I Q 
a, = =, also 
2 E Ba G 
e_ I. 
1uX9 . Su + N Sp 
(13) j j 
v5 = zu tz Hr; 
v E u 4 G V 


daraus durch skalare Multiplikation mit 8,x3 bzw. &,x 8 


= n (3.38) = 5 D, wenn 3,X&% = D3 ıst, 
a 
[= G D, 
also nach (11) und (12) 
j 
Kentey, u”. 
(14) f u 
priv pp m 
analog, wenn wir (auxX3)x (uX8) = D3 setzen, 
f_ 4 f 1 
Ei . = u —t ) 
r_1 ARE. 
D 9 D- 02 


Wir führen jetzt noch zwei Hilfswinkel ein: den Winkel «a, den eine beliebige 
Richtung 8x3 mit 34x5& bildet, und den Winkel 8, den die zugehörige Richtung 
(a’x8) mit aux8 bildet (s. Fig. 3). 








ji n'x-6 
7: x 
ET \ As ,x8 
\ 
ni > Ö xD VA un. 


Figur 3. Bedeutung der Winkel a und 2. 
Aus Figur 3 folgt: 


j ähnlich 


(16) 


Aus (16) und (12) folgt: 


(17) tgß rn _ 


Aus (16) findet man: 
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42 
sina = A/Gv’ sin ß = u ®v’ 
ö cosa—=/AYEuw cos B = uYEu', also 
FERNE cos? a 2? cos? ß 
L E u GE 
18) DEREN 1 sın2a PENER. 1 sın2ß 
2uv’ = — — e = - 
2 D ’ 2 8 
ns 2 
C 
2vV? — —_. u2v'? En sun ß . 
G & 
Unter Benutzung von (18), (15), (14) und (12) folgt nun aus (A): 
5 .® 1) ua Tj . ‘ 
r=r,c08®®?a-+r,sina-+ re sin 2atg y 
Eu R 2 .® t Ta ET rj . I 
v» = (r, cos’a-+r,sın a)tgy — 577 )sın 2a 
(19) i 
1 cos®a  sin’a 1,1 1\. 
JENE 4 Ay 
4 01 02 2 \p, 02 
| cos®a  sin®«a 1,1 a 
u )tey — ( —_ ) sin 2ß 
T \ 0 02 2 \o, 02 
Diese Formeln wollen wir noch etwas diskutieren. Wir drücken alles durch r,. r; 
ı 4 u 
und » bzw. —-, und y aus. Eine kleine Rechnung gibt: 
6ı %®s 
= 
s. (19) 
y= 
B\ 1 r cos? y 
o rcos®a-+risın?a 
AR v cos? y 
T r7cos®a + r3sin?a 
er zu a gehörige Drehungswinkel ergibt sich zu: 
cos? y 
v r? cos? y 
go=—., co8? 9 = ——— 2 en Et na e —— , 
r r; cos’a + r5sın“ a cos? B sın? B 
u u 
0] 05 
cos? %y 
% 
analog r= —— 
i cos? ß sın? ß 
01 02 
cos? y 
T 
B’ ya —n — 
1 cos®?ß , sın? B 
2 u 2 
0] 02 
1 
e | 
s. 0 
T 
Wir wollen (19) noch etwas umformen, indem wir die Größen 
| 9 m cos? y . 
2m=-n+n; 2m +; m = ———— , mM= 0,0951 cos“ y 
0] 02 Tıly 
1 | d cos? y 
2d=n —r; Id ( d Br ‚„..d= 0,0,d cos? y) 
u. 0, Dy !ıfa / 


a 
H 








PER 











Herzberger, Untersuchungen über die Eigenschaften erster Ordnung von reellen Strahlensystemen. 


einführen. 


Betrachten wir zuerst 


Dann erhalten wir: 


d 
r=m— cos (2a — y) 
cos % 
v—= mtey — sin (2a — y 
54 cos y 4 ) 
1 D 
=m+ cos (28 + y) 
DO cos % 
1 Be 
mtgwy-- sın 28 +). 
T 97708 y ß P) 


Extremwerte von ?. 


r. Welches ıst sein Maxımum und Minimum ? 


Wir finden durch Differenzieren von (C): 


sin 2a — y) = 0 
y 
_ un b 
. 2 
y JT 
ee 


4: 


Die zu den Extremwerten gehörigen Richtungen $ stehen also aufeinander senk- 


also 


- d\ cos u 


-2md cos y 


recht. Die charakteristischen Größen für die Extremwerte sind nach (B) bzw. (C): 
* | d x r] 7 r2 
!ı — Tı .- To = m — Mm — z m 
COS 2 
a r 
mr d 
n=n+tr=m+ ee ae. 
z cos % 2 cos y 
v = v2 = mtgy, 
die Drehungswinkel 9] bzw. @; 
m sın y . msın y 
ee Igp, = ! 
m cos y —d “ mcosy —+d 
052 0° (m cos y — d)? r]- cos? y 
er en an. 2 
Pr m2 +d?+2mdcosy r,cos®’y -+r,sin? y 
ö r5° cos? y (m cosy + d)? 
cos°’p, = en u 
r,c0os®y +r,sıny m?-+d?-+2mdcos y 
o 7 * 
1 cos®’p}  (mcosy —d)cosy 1 cos’; (m cos y 
(20) 01 r] m? + d? + 2md cos y ' 03 r5 m? --d? - 
1 Bo _ m sin y cos y | m sin y cos y 
Tı 0} m’+d?+2mdcosy’ 7, m?:-+d? +2mdcos 


n 


r und » drücken sich durch diese Werte folgendermaßen aus: Wir führen stati 


a den Winkel «* = a — 3 ein und finden aus (C): 
21) r, =rjcos’a* + r,sin’a* = m* — d* cos 2a 
m’tgy —d’sin 2a‘. 


siehe Hamilton; die beiden Winkel 8} und 55 erhält man aus (17): 


(22) 


* r5 Yy 
tg Bi n- r tg Y 
1 . 
u +2 Ä 
tg Ba = eg (* I") ? cot 
1 - _ 
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1 2r,r 
(22: u a nenn ee 
ats 8 (Bı — Ba) siny r2 —r3 
Aus (22) folgt, daß #5 — 2 nur dann gleich z ist, wenn 7, = + r, ist, oder 


= 0. Die zu Grenzradien gehörigen Regelflächen schneiden sich also im allgemeinen 
nicht senkrecht !). 


Extremwerte von — 


1 
Analog kann man die Extremwerte von r suchen. Man findet: 








xx zum: Be. 4 *x%* — T PER Yy 
2 2 ’ 2 2 
1\"* d Er” d 
(23 a A -) -n— 
2 ea Mr COS y & os y 
4 x%* 4 ** 
-n..Y n -nY 
also wre D” hd 
cos %y 
analog der Drehungswinkel 
. m sin y r 
t = — _=t 
5p mcosy-+ d 57 
(24) zu _ _(Mmeosp +d)cosp yet ger _ __ MSInYp cos y 
5 ı m? +02 +2 mdcosy ı 7 2 m?+92 4 2mdcosy 
ver _ (m cos y — 6) cos y 
* m? +92 +2 mdcosy 
| | 
kann man durch diese Werte schreiben unter Einführung von ß* = ß + 3 
0 
4 2 *%* ER *%* 
er u 4 u BR m** 4 d** cos 2 B** 
(25) p P1 02 
e r 
z — pm tg y + p'* sin 2B**. 
Außerdem wird tg a, = 92 tg 4 
01 “ 
** 02 Y 
t 
ga, - cot 9 
. u 1 20,0 1 2rır . 5 
tglaı — .)= - Zeıea, _ a eh — P2) - 


sinye?—o3 siny (rt —r}) 
Zum Schluß wollen wir noch 3 durch r* ausdrücken. 
Aus (23) und (12) folsgt 


0) 
96) 1 cos Yo. 
( 7 1 
01 Tıfa 
| cos’y , 
a Tı- 
03 Tılz 
!) Ich möchte an dieser Stelle darauf aufmerksam machen. daß w von dem betrachteten Punkt 
abhängt, also keine Invariante des Strahls ist. Eine solche Invariante hat man in d* = a Darüber 


in einer weiteren Arbeit. 





Hei 
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Brennpunkte. 
a h . | 
Nun ıst noch von Interesse, für welche Werte von a bzw. ß » bzw. Ver- 
4 


schwindet. Die zu diesen Werten gehörigen kaustischen Punkte nennt man die Brenn- 
punkte; für sie ist 7, = 0, 9, =. 


Wir finden aus (C), da für diese Punkte gleichzeitig ,‚»“ und verschwinden: 
we 


a = m > m 


(27) 


msiny  msin y 
D d 


2a— y=2ß+y; 


sın 28 + y) = 


es folgt daraus «a = ß + y, d.h. a’xs5 und 5’x3$ haben dieselbe Richtung (s. Fig. 4). 
Sei 2. —y=x 2B, tyvy=u, 
dann ist 2, -y=n—x 2ß, +-y=n—u, also 
(28 GG y,ıTT Pı + Pa „T y 
2 22 22 2 


Das bedeutet, daß die zugehörigen Flächennormalen etwa so liegen, wenn sie 


h msny| _,\ „ His A. 
reell sind (d.h. — tt <1) 6. Fig. 4): 


KrE 
Da X 





--#PX6 
Du xD 
Figur 4. Lage der Vektoren 57, x 8, 8$*  $ bezw. aux 8. a’* 8. 
Aus (27) folgt leicht: 
.— a = msın y 
(28a) cos —" .— = 008 P, = im * 
2 2 d 
für r folgt dann: 
d d m?sın? y | d? 
Ir.=m— cos (2a, —y) = m — 1—- 9 rn m — N 9 -metg?y 
c0S y cos y d cos? 
a: 
Fr, =m+ cos (2a, —y) =m + 1 - —, -- — m?tg?’y 
GoS y cos? y 
rp, 4 Tr, u 
nn l r 
2 


das heißt, die beiden Brennpunkte haben, wenn reell, denselben Mittelpunkt wie die 
3 3 " 1 
Grenzpunkte, analog 9 Fa + , “a + = =z,m. 

Normalensysteme. Von besonderem Interesse ist der Fall y=0. Ein solches 
System nennen wir ein Normalensystem. Man beweist leicht, daß dann Flächen exi- 
stieren, die alle Strahlen senkrecht schneiden. Gehen wir für diesen Fall noch einmal 
unsere Betrachtungen durch. In diesem Fall folgt aus (11) und y =. 


(30) e=g=/=f=0, 


also = = = — =) 
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71 = 01 Tg = 0. 
(17) bleibt bestehen: 
(31) tg P 2. T2 
| tga r 
Aus (19) wird 
(32) r=r,c08’a + r,Sin? a 
N —T2. 
v—  —2 sin 2a 
2 
x 1 cos?ß FR... 
% rı rz 
1 I, —Tı.: 
— 9 Isin2ß, 
T Tıfz 
aus (B) wird 1 r,c0os®a + r,sin? a 
33) o r2cos®®a + risin?a 
(VO . 
1  (rR—T,)sinacos a 
rt rcos®®a-+r}sin’a’ 
bzw. aus (B’) 1 
33 0 n cos? ß + r,sın? ß 
I) SE ur ur mug: er = — ni 2 
cos? ß , sin? ß 1272008? ß + rlcos? ß 
ul: a 
gi 2 
1 
u T (ra — r,) sin ß cos P 
cos? ß + sin? ß 12 72cos? ß + r2sin? ß 
r; r; 
aus (21) und (25 wird 
r=m—dcos 2a 
dsın 2a d sin 2ß 
v= —dsin2a tgo = —- : = | 
Sr m —dcos 2a m + Ddcos2ß 
(34) | | 
= nt + Dcos2Pß 
0 
| ER m d 
—= dsın2P wi = = 
T Fıfa Tıfa 


Die Grenzpunkte fallen mit den Brennpunkten zusammen. 


*k x*%* 


nr r, nn ı 9 „7, = u 
(35) * x 
d Ys Di Were u a TE 


Die ausgearteten Strahlenkongruenzen. 


Wir betrachten jetzt den bisher noch recht unvollständig untersuchten Fall einer 
ausgearteten Strahlenkongruenz, d.h. einer Kongruenz, in der 8° bzw. (a’x 58)? einen 
Rang kleiner als Zwei haben. 

1.) Die halbzylindrischen Systeme: (a’x 3)? habe den Rang Zwei; 3’”habe den Rang 
Eins. Dann sind alle 5’ parallel. Die auch hier mögliche reelle Transformation habe 
gebracht E+0,G=0,€+0, &©+0. Dann verliert X «a seine Bedeutung. Aus 
G=&=0( folgt & = 0, also 

(36) Gef=-fug=g=B, 


daraus folgt nach (12) 
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e | 
(39) wu „= n=ıo 
| 
v», = rıtgy Y = UV 


1 cos?y 


01 r 
1 sın2y 
T, 2r, 


Setzen wir die Größen (37) in (B’) ein, so erhalten wir 


1 cos? l | cosß cos(ß + y 
ii E_ tg y sın 2B Pomp + y) 


% 91 20 0] c08 y 
1 cos 
= P sın(# +) 
T 0, COS y 
(38) leg, 
COS y (B-+v) 
r 0 cos U 
1 cos ß 17 
cosy . 
= 0, sın(d + y) 


cos B 
y=lPryY). 
Interessant sind diese Ausdrücke für halbzylindrische Normalensysteme 


r=g 
v=gtgPp 
(39) 1 _ eos ß anf 
D G] 
1 cosßsin 
m 01 
2.) Das zylindrische System 5’? hat den Rang Null. Alle benachbarten Strahlen 
h 1 
sind parallel: Zi : =- 1 — = y=o=0. 


3.) (a’x 3)? hat den Rang Eins, 5’ hat den Rang Zwei. Man kommt zu analogen 
Formeln wie oben, wenn man statt o, und $ r, und a einführt. 

Durch die symmetrische Betrachtung kann man also auch leicht alle Ausnahnıe- 
fälle mit erledigen. 


III. Dreifach unendliche Strahlensysteme (Komplexe.) 


Gegeben eine dreifach unendliche Strahlenmannigfaltigkeit alu, v, w) —- As(u.v, ıw). 
Wir betrachten wieder die Formen: 


I. 32 — (8’x5)? = Eu” +2Fuv +Gv? + 2Huw +2Kvw + Lw' 

ll. (a x8) = Eu” +2%uv’ + &v”? +2Huw + 280 w + Yu? 
I. (wXs)@x8) = eu? + (f + wo +02 + (h+M)ww + (h + Av’ w + lu” 
IV. (a’x8)5’ = eu? + (+ F)wv +gv? + (bh + hu w + (E + ww + lw?, 


Wir können auch hier I und Il auf die Normalform reell transformieren. Dann 
müssen die je drei Vektoren 34x 3, X 3, 3x3 bzw. Su, Sp; Sur AuX 8, AyX 3, AuX 5 Paar- 
weise aufeinander senkrecht stehen. Da sie in einer Ebene liegen, muß je einer ver- 
schwinden. Man kann im allgemeinen erreichen, daß $}, = (1.xs)?’ = 0 ist. 

Dann hat man: 

(40) F=-H=-K=-57-95=-R8=0 


(41) L=®8=-0 
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(42 '-f!= -h=! k {=-1=![=( 
(42) / = = g —=B \ ji = 0. 
Wir haben also: 32 — Eu’? + Gv”? 
1) ("xs) = Eu” H Wr’? 
tb) / ‘ f 4 
| x), X) = euW?+ fwWv + h’uw + kvw 


(x) = eu? +fuv +Y uw +fovw. 
Wir können nun wieder einen Winkel »; einführen durch folgende Figur: 


2 
v 
A du 


Figur 5. Bedeutung des Winkels n. 


Wır finden: 
e f’ h’ £ 


e 
Betrachten wir den Winkel, den 3’x38 mit 5,.x3$ bildet und nennen ihn «a, so 
finden wir: 
GV’ Gv B 


= —, wenn D=YEG = (3, 3, 8) ist. 
Eu Du 


(45) te a 


Betrachten wir den Winkel, den a’x 5 mit ax 3 bildet und nennen ihn ß, so haben wir: 


0) „ ? M | 
YYw Lu An 


ER u un m Bez 2 2 2 nn 
(40) tg ß = — wenn 2 = | Er = (AauX 5, QuX 5,95) ıst. 
| VEu Du 
Also ’ D ’ 
V = tg au 
4.7 G : 
(4/) EN 
uw — ] tg ß u 
Es ıst e 
uXs5= — (uxX3, + 5 (aX 53) 
ro E G 
(40) b’ k' 
duX3 = E (S4X5) + 6 (5,X58), 
Bi 
IB k' re 
daraus. wenn wir e- -T, zen r, setzen und (44) benutzen: 
e e ic 
en 4 „= 7 
E 1 E 1 Y / 
/ j 
D ai | tg 7 D a T 
(49) . ‚ 
h ai b) 
— ray — 4 
D 2t5 D 2 
k’ r 
Bn garten 
Aus (48) folgt auch: 
Ge Fr er D ep 
’ E cos? G cos? D cos? 
(O0) . . ’ a 
E cos’ G cos®n D cos’, 
& 5 T a D Ir 
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” e cos? e sinncosn 
{ ırP _ - — 
NARBE & 2 E Pr 
E sinnecosn E con 
D- r; D- r. 
(51) .- . 
" sinncosn bo cos 
D r, D r, 
k cos?n  sinncosn 
G fr Ö fa 
Aus Formel (47) und (50) folgt nun 
u? Ban u? 
D 
uv’ = tgau? = Itg au’: 
G UT 5 
‚ ’ D Tg ‚2 D 2) 
(52) en - j tg Bu” = R tg Bu” 
Di Er 
vu’ w’ ‚.tgatgßu” = Itgatg Bu? 
ee sep 
und vi’ tg? au” ws e tg? Bu”. 
G L 
a a a 2 . ı 1. 
Setzen wir (49), (51) und (52) ın die Formeln für r,»v, , ein, so ergibt eine 
d T 
leichte Umformung die Schlußformeln 
cos a 
r=rn cos (a—ß-+n) 
cos Bcosn 
cos a | 
v=r, sın(a—ß+n) 
. cos Bcosn 
(99) 
1 1 cosßcosn kada 
- = — — — 08 (a —ß+n) 
0 Tr, cosa 
1 1 cos ßcosn . 
== p sin(a—ß+ N) 
Tr 08a 


und als Drehungswinkel 
(54) yzu—?+)n. 


Die Diskussion dieser überraschend einfachen Formeln soll ım zweiten Teil dieser 
Arbeit gegeben werden. 


Wetzlar, 18. August 1926. 


Literatur. 

Blaschke, W.: Vorlesungen über Differentialgeometrie I. J. Springer, Berlin 1921. 

Chasles, M.: Sur les surfaces engendrees par une ligne droite etc. Correspondances matlı. et 
phys. @d. Quetelet (3) Ill, Tome XI, 1839. 

Hamilton, W. R.: Theorie of systems of rays. Trans. R. Irish Akad. 15 (1828), 5. 69 —174 

Hensel: Theorie der unendlich dünnen Strahlenbündel. Crelles Journal 102 (1888). 

Kummer, E. E.: Allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlensysteme. Crelles Journal 5% (1860), 
5. 159— 230. 

Mannheim, A.: Memoire sur les pinceaux de droites et Jes normalies etc. Journal de Math. pures et 
appliquces 2 (1872) XVII, S. 109—166. 

Sturm, Ch.: M&moire sur l'optique. Journal de Liouville % (1838), S. 357— 584. 

Zindler, K.: (1) Liniengeometrie mit Anwendungen Il. Leipzig 1906, Sammlung Schubert LI. 

Zindler, K.: (2) Die Entwicklung und der gegenwärtige Stand der differentiellen Liniengeometrie. 
Jahresbericht der Dtsch. Math.-Ver. 1906, S. 185-213. 


Journal für Mathematik, Bd. 159. Heit 1. 1 








Über die Achsenflächen eines Büschels linearer Komplexe 
und ihre Beziehung zum Zylindroid. 


Von W. Fr. Meyer in Königsberg ı. Pr. 


Dem Andenken L. Cremonas gewidmet. 


P. H,. Schoute !) bestimmte die „Achsenfläche‘‘, den Ort der Achsen der linearen 
Komplexe eines Büschels, ım Falle von zwei reellen getrennten Leitgeraden, als eine 
netrisch spezielle Regelfläche dritter Ordnung; deren Doppelgerade ist die Linie kürzesten 
\bstandes der beiden Leitgeraden, während die einfache Begleitgerade im Unendlichen 
von der Geraden gebildet wird, die allen zu beiden Leitgeraden parallelen Ebenen ge- 
ımeinsam Ist. Weitere Eigenschaften dieser Achsenfläche leitete A. Demoulin?) ab, er- 
örterte die Beziehung der Fläche zum Zylindroid ?). und berücksichtigte auch nicht- 
reelle Flächen. 

‘, P. H. Schoute (Solution of question 9490), Ed. Times 52 (1890), p. 77. 

?) 4. Demoulin, Bull. Soc. math. Fr. 20 (1892), p. 43; 29 (1901). p.39. Es sei noch auf drei 
Arbeiten allgemeinerer Tendenz hingewiesen: St. Jolles, Math. Ann. 63 (1907), p. 337, der eine syste- 
matische Fokaltheorie der linearen Kongruenzen entwickelt; 7%. Reye, Math. Ann. 69 (1910), p. 550, der 
die Kongruenz der Achsen eines Bündels linearer Komplexe untersucht; 4. Mohrmann, Math. Ann. 73 
1913). p. 571, der die Haupttangentenkurven auf den Netzflächen verfolgt. In diesen Arbeiten erscheinen 
die Achsenfläche und das Zylindroid als gewisse Spezialgebilde eingelagert. 

®) Über das Zylindroid liegt eine ausgedehnte Literatur vor. Bezüglich der bis 1902 erschienenen 
Arbeiten sei, bis auf einige weiter unten und in Nr. 13 aufgeführte, auf das Verzeichnis von E. Wölfing, 
und E. Lampe, Arch. Math. Ph. (3) 2 (1902), p. 228 verwiesen. Von späteren Arbeiten mögen folgende. 
je mit kurzer Inhaltsangabe, erwähnt werden. 

('h. Michel hatte in Ass. Fr. 2211 (1893), p. 184 den Satz [Vgl. auch A. Mannheim. Ass. Fr. 13 
(1894), p. 201 und E. Janisch, Wien. Mon. Math. 8 (1897), p. 178] bewiesen: „Der Ort der Krümmungs- 
zentra der durch einen Punkt P einer beliebigen Fläche 5 gehenden ebenen Schnitte ist eine Fläche 4 
Ordnung &, deren Inverse in bezug auf P ein Zylindroid ist. Umgekehrt gelangt man so zur Fläche 2 
zurück, wenn man P als einen Punkt der Doppelgeraden wählt, die dann auch Doppelgerade von & ist.‘ 
Hieran knüpft derselbe Verfasser, Soc. math. Fr. Bull. 24 (1896). p. 26, Ass. Fr. 31 (1903), p. 171 Schatten- 
konstruktionen des Zylindroides, indem der Leuchtpunkt entweder auf der Normalen, oder auf der Tan- 
xentialebene von S in P liegt. 

A. Adler, Wien. Ber. 113 (1904), p. 431 gibt Schattenkonstruktionen bei Parallelbeleuchtung; des- 
rleichen E. Janisch, Arch. Math. Ph. (3) 12 (1907), p. 317. 

E. Koraval, Bull. math. astr. (2) 33 (1909). p. 138 untersucht allgemein Regelflächen mit solchen 
Punkten, für die die Fußpunktkurve bezüglich der Erzeugenden eine ebene ist; solche Punkte können 
ev. auch eine ganze Gerade erfüllen. (Vgl. unten Nr. 13). 

1. Stimandl. Bull. math. intern. 19 (1914), p. 46; 20 (1914), p. 236, 351 untersucht eine gewisse 
Regelfläche 4. Ordnung als Verallgemeinerung des Zylindroides. 

F. Miller, Wien. Ber. 126 (1917), p. 915 verfolgt Punkttransformationen des Raumes. die dessen 
Ebenen in eine Schar gewisser kongruenter Konoide überführen: als Sondergestalt tritt eine Schar von 


/vlindroiden anf. 
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Indessen fehlte es bisher an einer analytisch-liniengeometrischen Durchführuns. 
wie sie ım Folgenden gegeben wird; erst eine solche läßt den inneren Zusammenhang 
der einzelnen Teile hervortreten, besonders hinsichtlich der Realitätsverhältnisse, so 
daß auch Komplexbüschel mit imaginären und komzidierenden Leitgeraden zugänglich 
werden. 

Vielleicht scheute man sich vor der Rechnung, die bei der üblichen Bezeichnung 
der Linienkoordinaten p,,. init zwei Indizes unübersichtlich zu werden schien. Abeı 
diese formale Schwierigkeit läßt sich überwinden, wenn ınan sich, in Anlehnung an 
E. Studys duale Zahlen, zweier Größentripel p,. q, als Linienkoordinaten bedient. 

Nach Einführung einer entsprechenden Bezeichnung für lineare Komplexe (Nr. 1) 
wird (Nr. 2) die Achse f eines solchen bestimmt, und explizite in Linienkoordinaten 
dargestellt, sodann (Nr. 3) in Punkt- und Ebenenkoordinaten. 

Diese Darstellungen übertragen sich (Nr. 4) auf die Achsen eines Komplexbüschels. 
woraus vorläufige Darstellungen der Achsenfläche hervorgehen. 

Sodann werden die beiden Leitgeraden d, e, wo d die Doppelgerade. e die unendlieh 
ferne Begleitgerade bezeichnet, als solche Gerade erhalten. die mehr als drei erzeugendi 
Achsen treflen; auch diese Leitgeraden werden erst (Nr. 5) ın Linienkoordinaten. sodann 
(Nr. 6) ın Punkt- und Ebenenkoordinaten dargestellt. 

Zwischen den Punktreihen resp. Ebenenbüscheln der beiden Leitgeraden besteht 
je eine (1, 2)-deutige Verwandtschaft, die in Nr. 7 und 9 verfolgt wird. Hieraus fließen 
(Nr. 8) die endgültigen expliziten und impliziten Darstellungen der Achsenfläche. 

Nunmehr lassen sıch (Nr. 10) die bisherigen algebraischen Ausdrücke und Glei 
chungen geometrisch deuten. Die invariantentheoretische Grundlage des Ganzen wird 
durch ein System von fünf quadratischen binären Grundformen gebildet. die dureh 
fünf harmonische Beziehungen verknüpft sind. 

Daran schließen sich (Nr. 11) zweı durch ıhre Einfachheit ausgezeichnete ..kano- 
sche‘ Gestalten der beiden Grundkomplexe., eine unsymmetrische und eine symmetrische. 
Aus ıhnen liest man u. a. ab, daß zu einer festgehaltenen Achsenfläche noch x! erzeu 
gende Komplexbüschel mit denselben Grundachsen gehören, aus denen sich ein geeig 
netes Büschel als .‚repräsentierendes‘ herausgreifen läßt. 

Sodann erfolgt (Nr. 12) die Abbildung der Achsenfläche auf eine Ebene. die sich 
derart aus einer Projektion und einer quadratischen Verwandtschaft zusammensetzen 
läßt, daß man zu ihrer Ausführung nur linearer Konstruktionsmittel bedarf. Das Näm- 
lıche gilt auch von der Aufgabe, für die Verbindungsgerade zweier Flächenpunkte ihren 
Restschnittpunkt zu bestimmen. Spezialisierung führt dann zur Konstruktion eine: 
Haupttangente und der Haupttangentenkurven. 

Der allgemeinen Regelfläche dritter Ordnung !) gegenüber läßt sich die Achsen 
läche als Konoiıd mit reellen Koinzidenzerzeugenden charakterisieren. 

Nunmehr wird (Nr. 13) die Beziehung der Achsenfläche zum Zylindrord festgestellt. 
Auf Grund des Satzes, daß beı beiden Flächen ein einziges (reelles) Paar von zugleich 
inzidenten und orthogonalen Erzeugenden existiert, läßt sich die völlige Identität beider 
Flächen folgern, die von verschiedenen Autoren zwar behauptet, aber nicht bewiesen 
wurde. 


!) Als der eigentliche Schöpfer von deren Theorie ist Z. Cremona (s. Nr. 12) anzusehen. unbeschadet 


der Vorarbeiten von Af. Chasles. Paris C. R. 53 (1861), p. 884 und A. Caylev,. Lond. Phil. Tr. 154 (1864 
p. 559. 
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Nr. 1. Gleichungen eines linearen Komplexes. 


Die Gleichung eines linearen Geradenkomplexes Ä schreibt man bei projektiven 
Untersuchungen in der Gestalt: 


(I) K(pu; D m) = K — Pub _ 0, 
wo die p,. = — Py; = %X — %%; Strahlenkoordinaten sind, die &;, x; Tetraederkoor- 
dinaten zweier Punkte, 5b, = — b,, die Koeffizienten, und die Summe Z& sich auf alle 


zyklischen Folgen der vier Indizes ı,k,l,m =1,2,3,4 erstreckt. 

Artet der Komplex K in einen speziellen aus, also dann und nur dann, wenn 
Ibibm = 0, so geht (1) über in die Inzidenzbedingung für die beiden Geraden p(p,,) 
und b(bir). 

Für metrische Zwecke erweist sich die Benützung von Doppelindizes als weniger 
geeignet. 

Zeichnet man etwa den Index m dadurch aus, daß x, = 0 die unendlichferne (un- 
eigentliche) Ebene E„ darstellt, während für einen eigentlichen Punkt z;/a, Zum, Zul 
dessen gewöhnliche rechtwinklige Koordinaten seien, so zerlegen sich die Größen p und b 
von selbst in je zwei Tripel ‚erster resp. zweiter Art‘‘ nach dem zyklischen Schema: 


(1) Pa = Pis-- 5 Din Zr 5 ua... Dim du... 
Damit nimmt (I) die Gestalt an: 
1) Kip,g;a,b)=(pb) + (ga) = (pi; + Pubs + Pb) + (4 + 94:0, +9) = 0. 


Nr. 2. Die Achse f eines linearen Komplexes, 
und deren Darstellung in Strahlenkoordinaten. 

Die Gleichung (I) oder (1’) stellt zugleich ein ‚Nullsystem‘‘ dar: jedem fest- 
gehaltenen Punkte P(x) resp. P’(x’) entsprechen je ©*° Punkte, die eine den Punkt ? 
resp. P’ enthaltende Ebene E’ resp. E erfüllen, die „Nullebene‘‘ oder ‚Polebene‘‘ von 
P resp. P’, und entsprechend dualistisch. 

Insbesondere seı P, der Pol von E,„. Bedeutet P(x;, %. x, 0) einen willkürlichen 
Punkt ın Ez, so sind die Strahlenkoordinaten der P, mit P verbindenden Geraden 
g,:Pp, = km —dras:., ,;=0,... Da für diese Werte die Gleichung (T’) erfüllt 
wird, so besitzt P, die Koordinaten b;, by, bı, 0. 

Im Parallelbündel (P%) befindet sich eine bestimmte Gerade f, die „Achse“ von 
RK, so, daß die Nullebene eines laufenden Punktes von f stets auf f senkrecht steht. 

Auf einer zunächst beliebigen (eigentlichen) Geraden durch P, markiere man 
irgendeinen Punkt &(£&,, &,,&,1). Dann sollen die Richtungskosinus 4; des Lotes 
der Nullebene von £ den b; proportional sein. Trägt man in (1’) für x, 2r, X, Xm 
die Werte £&,£&,,&,„1 ein, so ergeben sich drei Bedingungen von der Art: 

(2) ob; = (&,b,— &b,) +a,= (Eb), + Wi: 

Ersetzt man hier die &, durch &, + rb,, so bleiben die (&5),, für jeden Wert von v unge- 
ändert, und damit auch die rechten Seiten von (2). Somit ist durch (2) die Achse f 
lestgelegt. Behufs Bestimmung des Faktors o ın (2) multipliziere man mit den 5; und 
addiere; es kommt o(bb) = (ab). 

Setzt man zur Abkürzung: 

(3) bb) = 25 =-Q, (ab)= Zab=P, 


so hat man also: 


(4) e=P/RQ, 


was man sich in (2) eingetragen denke. Man führe jetzt die Strahlenkoordinaten f.. 8, 
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von f = (P%,£) ein. Man erhält (bis auf einen Proportionalitätsfaktor !)): 


(5) Pa | 7) PPREBeDee Pe z PER 
wodureh (2) übergeht in: 
(2') ob. f; 4 d, A 


Vermöge (4) lassen sıch die Gleichungen (5) ersetzen durch die fortlaufende Proportion: 
(Il) .::::= Qu — Pb: :Obı::. 

Dies ist die einfachste Darstellung der Achse / in Strahlenkoordinaten. 
Für einen speziellen Komplex A fällt / mit dessen Leitgerade zusammen. 
Die Bedingungen (2) erweitern sich zur Gleichung der Nullebene E, irgendeines 


Punktes P,(£, + vb,) von /, wenn man ın (T’) noch den Koeffizienten (ax) von X, 
mitberücksichtigt. Dieser nımmt für 2; = &-+ vb; die Gestalt '(a&) +rP!t an. 
Damit ergibt sich als Gleichung von E;: 
(6) FE, zE (£b),, d;, Km (af) rs Pr v. 
7 


Diese Ebenen Z, bilden eın Parallelbüschel, das £, ın einer festen Geraden ff}, g/) 
schneidet: 
(7) 2% (Sb), di, V, Im v. 
Da sich ın f’ die Nullebenen der Punkte von / treflen, ist f’ die zu / ın bezug auf K 
„konjugierte‘‘ Gerade. Gemäß (5) und (6) hat man: 
(8) = -I ta, 8-=V%. 
Hieraus folgt: 
(9) a=j, +1, Kk=g+g, 
oder auch kurz: 
a’, i f 
(9) N /] [f. 
wo [/] =0, [f] = 0 die beiden speziellen Komplexe mit den Leitgeraden f. f' dar- 


stellen ?). 


Nr. 3. Explizite Punktdarstellung der Achse f. 
Man löse die drei Gleichungen (2) nach den £, auf. Behufs symmetrischer Aus- 
führung normiere man die Lage des Punktes & vermöge der Bedingung: 
(10) (bE) — 0. 
Dies bedeutet, daß die vom Anfangspunkte O nach dem Punkte & laufende Gerade 
auf f senkrecht steht. 
Löst man die beiden ersten Gleichungen (2) etwa nach &, und 5, auf, so kommt: 


| (2,) &,b, E,bı 1 ob; r FR 
(2) -——- &b, — &b; + 0b; — d;. 
Multipliziert man hier ınit b, resp. b,;, addıert, und zieht (10) heran. so ergibt sıch 
für die drei Größen &; gleichmäßig: 
(11) Q£; (ab),;- 
Es genügen also die &, auch der Bedingung: 
(10) (af) = d. 


Wie man geometrisch leicht erkennt, und durch die aus (2) folgende Beziehung 


!) Ein solcher werde öfters der Kürze halber gleich Eins gesetzt. 
°) Die Darstellung (9°) ist ein Spezialfall einer bekannten für zwei in bezug auf X konjugierte Gerade 
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(12) o(bE) = (af) 


bestätigt, sind die Bedingungen (10) und (10’) gleichwertig. 
Sind nun x. X, X. &m die Koordinaten eines laufenden Punktes ?, von f, so folgt 
aus (II) und (11) als Punktdarstellung von f: 


(I1’) ui Se tee: 


Nr. 4. Die Achsen fi; eines K-Büschels K;. 
Die Achsenfläche A.F‘;. 


Aus K = Kta,b) und K’ = K'(a’.b’) als .‚Grundkomplexen“, mit den eigent- 
lichen Achsen f, f’, bilde man das Büschel Ä;: 


(13) K; K AK =0. 

Die laufende Achse sei f,(f,.g,). Es mögen noch folgende Abkürzungen gelten: 
P=-ed), (!- Wi) Belaid), Felle), /=P HP; 

B=(bb'),, c=1-—B; = (bb), 6 = (ad), 6‘ = (a’ö); 

;=u +/ia, m=b, + Abi; 

P,=P-+4J+2RP', Q =Q0+2Bi-+-2Q. 

Hier ist J die simultane (bilineare) Invariante von Ä und K’. Überdies nor- 


miere man K und K’ durch Division mit /Q@, /'Q’ (bei beliebig, aber fest gewählten 
Vorzeichen), schreibe aber wieder K(a,b). K’(a’, b’). so wird: 


(14) 





(15) =, Bei +3Biı + 
Das Verschwinden von B bedeutet die Orthogonalität von / und /. Gemäß (II) hai 
man: 

(III) ig: hk -Pm::: pm:::, 


und gemäß (Il’) für einen laufenden Punkt (x) auf fı : 

(11T’) u: u ea, te: 
Da die rechten Seiten von (111) in Z kubisch sind, so trıflt eine willkürliche Gerade dreı 
der /,. die /, erzeugen also eine Regelfläche 3. Ordnung. die ..Achsenfläche‘“ A.Fy von Ä.. 


Nr. 5. Die Leitgeraden d, e der A.F;. 
Die rechten Seiten von (III) liefern vermöge (14) die beidenTripel von Ausdrücken: 
| = Qh -— Pım = (1 +2B}A +2) (a + )a;) 
— (P+Jı+P'R)(b, + Ab;), 
e,= 0, m; = (1 +2B/)A +32) (b + ıb;). 


(16) 





Denkt man sıch hier die rechten Seiten nach 4 entwickelt, so werden die /, 2, kubische 


Formen ın #: 


(17) K=hlA), =g.lA). 
Man suche eine Leitgerade /!(a,. ß;) der fi. so daß: 
(18,) (Bf) + (ag) = 0, (18) (aß) =d. 


Die Gleichung (18,) muß in A identisch verschwinden, führt also auf vier Teilgleichungen. 
die mit Hilfe der Abkürzungen: 


(19) C = (ßa) + (ab), C’ = (ßa’) + (ab') 
dıe Gestalt annehmen: 

(20,) C=P.(ßb), C'=P'. (Bd); 

204) | (CE +2BC’) — P'.(ßb) — J-(Bb’) =0, 


\(C’ +2BC)—P:(ßb’) — J:(Bb) =0. 
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Nach Einsetzung von € und €’ aus (20,) ın (20,) ergibt sich: 
(| (Bb)-(P—P') +(ßb')- 2BP’— J)=0, 
| (Bßb)-( BP --J) + (Bßb’)-(P —- P)=0 


Der singuläre Fall, wo die Koeffizientendeterminante von (ßb), (3b’) verschwindet 


(21) 


die A. F, artet dann aus, s. Nr.8 — werde ausgeschlossen. Dann folgt einzeln: 
(22,) (Bb) =0, (Bl) =, 

und damit auf Grund von (21,) und (19): 
(22,) (ab) = (Ba). (ab) (Ba'). 

Die Auflösung nach den ß; lehrt, daß diese den Größen ,; = (bb’),, proportional werden: 
(23) Bi: = 06;. 

Sei vorerst o4+0. Dann liefert die Einsetzung von (23) ın (22,) gemäß (14): 
(24) (ab) = — plaöd) = — 09, (ab’) o(a' ö) 0%. 


[,öst man hier etwa nach «a; und a; auf. so kommt: 
[ — da; = o(öb, — Ob) di, 
| dar = ol bb; — db) — dr, 
und die Bedingung (18,) setzt sich um ın: 
(26) o I ö,(öbE — Ob) dr(öb, b,)\ rd, 
Hier ist gemäß (14) und (15) 25° = 1-- B?= ec, während der Faktor von o die Gestalt 
annımmt: 6(6;bk — d4bi) — 0 (6,6; Ö+«b;). oder auch, da: 
(27) ke, ea 
die Gestalt: b,(ö — Bö’) + b1(0’ — Bd). 
"ührt man noch die neuen Größen Ö,, ö, ein durch: 
(28) 6, =6—Bö, 6ö,=6—Bö, 
so gelangt man auf Grund von (26) zu den Strahlenkoordinaten «,. ß; der eigentlichen 
Leitgeraden. die mit d bezeichnet seı: 
(IV ,) a = biö, + biö,, Be ch. 
Es ıst noch der Sonderfall o = 0, d.ı. A: =0 zu erledigen. Gemäß (24) 
werden dann die «, den ö, proportional. 
Somit gilt für die uneigentliche Leitgerade, die mit e(a;, 5) bezeichnet sei: 
(IV.) «= B=0. 


Näheres über d und e findet man in Nr. 7. 


Nr. 6. Weitere Darstellungen der beiden Leitgeraden d, e. 


Die Achsenkoordinaten von d, e fließen aus (IV), (IV,.) durch Vertauschung der «a, 
ııt den ß;, der a; mit den fi. 
Aus (IV,) liest man die Existenz zweier durch d gehenden Ebenen #, und H} ab: 


(Va) H,= c(bx) +60m=0, Hy, ==: clb’x) — 6, Im = 0. 
Entsprechend erscheint e gemäß (1V.) als Schnitt der beiden Ebenen A und E: 
(V,) A=(dö2)=0, E ==). 
Hier lassen sich (Va), (V.) auch durch explizite Darstellungen von d, e in Ebenenkoor- 
dinaten u;,....u,... ersetzen, mittels zweier Parameter s,o: 
(Va) w= ec(b; —sb;),..., un = (9, + sd). 


IL (IV) = du... u,, 0. 
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Andererseits ımarkiere man auf d zwei Grundpunkte ?, und P,, wo P. durch die Ebene A 
ausgeschnitten wird. Für Po(&n = 0) ıst gemäß (Va) : (bx) = 0, (b’x) = 0, so daß P_ 
die Koordinaten ö;, öx, 6. 0 erhält. 

Behufs Berechnung von P, stelle man die eigentlichen Punkte (mit x„ = 1) von A 
mittels zweier Parameter 4, 4 dar: 

(29) ss =4Ab;, + Ab. 
)ie Einsetzung in (IVa) liefert: 

(30) c(A+AB)=—Öö, cAB+Y)=Ö, 


und hieraus: 
[2 Ö 
(31) j}  — fi 1 zn] 
C 


Somit erhält ?, die Koordinaten: 


(32) P,) = ni ie en BD: 


und ein laufender Punkt /, von d die Koordinaten: 
— A ö' + bi ö 


(Via) P,) ü= : 


+rö,...,=1. 


Die Richtungskosinus der positiv gerichteten Geraden d haben daher die Werte 
c 
wo das Vorzeichen von | ce so zu wählen ist, daß die absolute Entfernung o von P, E 
P, bestimmt wird durch: 
(33) o=rVec. 
Andererseits besitzt gemäß (IV,) ein laufender Punkt B, von e die Koordinaten: 
(VI) B;) u uh +i8,..., u =0. 


Nr. 7. Die Korrespondenz zwischen d und e. 

Die Erzeugenden f, der A. F, bestimmen zwischen den beiden Punktreihen P,,B, 
auf d und e eine gewisse Korrespondenz. Man bilde die Strahlenkoordinaten der Geraden 
g,(P„B,), und setze sie den /,,g, von f, in (III) proportional. 

Die Strahlenkoordinaten von g,, sind aus der Matrix der Koordinaten von P, 
und P, ın Nr. 6 zu entnehmen. Damit ergibt sich: 

(34) ch = ml(— 618’ + b1ö) +rö — m I(— 646’ + b46) + rör!, 
und hieraus auf Grund von (IIl): 


Q,lr 


(35) 
C C 


{bi(B +3) — bill + BA) + 66 -+A0) 


= O,(a; + )a;) — Pı(bi + Ab;). 
Um hieraus r als Funktion von A zu bestimmen, gehe man symmetrisch vor; man multi- 
pliziere (35) mit den db; resp. db; und addiere. Dann nimmt (35) die beiden Gestalten an: 
| (36) r)Qı =Q(P HAB) —P,1+BA), 
| (37) —rQ, = Qı(f +AP') — PıB+A), 
wo noch die Werte von P, und Q, aus (14) einzutragen sind. Beidemal entsteht die näm- 
liche Schlußformel: 


(VIL,) = zus 
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wo: 

(VIL,) 2=ßBß-BP', „= (P—-P')+B($ — PP), „=BP—$. 

Somit sınd die beiden Punktreihen P,, B; auf d und e durch eine (2.1)-Korre- 
spondenz (VIl,) verknüpft; d ist die Doppelgerade, und e die einfache (uneigentliche) 
Begleitgerade. 

Das Nämlıche tritt bei einer allgemeinen Regelfläche 3. Ordnung AR. F, auf; die 
metrischen Besonderheiten der A. F, werden später (Nr. 8) erörtert. 

Analog ließe sich die dualistische Entwickelung für die beiden Ebenenbüschel 
durch d und e durchführen. Indessen ist es vorteilhafter, den folgenden indirekten Weg 
einzuschlagen, der überdies zu einigen nützlichen Nebenergebnissen führen wird. Gemäß 
(Va) und (V.) sınd dıe Gleichungen der Ebenenbüschel [d,] und [e,]) durch d und e: 

| (Va) [d,)] H,—sH, = !c(b’x) - Ö) Imı sielbx) + 5,2! . 

L(V/) [es] = A— oE,„ = (dx) — om =. 

Schneidet man das Büschel [d,] mit der Punktreihe B, von e, das Büschel [e,] mit deı 
Punktreihe ?, von d, so gelangt man zu den Beziehungen zwischen s und . o und r. 
Aus (VIa) und (Ve) folgt: 


B+7F, | s B 
(38, s= - (38, 2 
i ) : 1 7 Bi ) . | Bs 
andererseits aus (VI,) und (Va): 
(39) cr=o0. 


Durch Elimination von r und / aus (VII:), (38) und (39) ergibt sich als Korre- 
spondenz zwischen s und oe: 


vi o ZZ  siBß—BP) +st(P—P')—B($ — P)}+(—-P’+BP') 
| 0) C N, s? 28: +1 


wo die Koeffizienten von Z, mit £y, &1, {2 bezeichnet seien. Es empfiehlt sich, in (VII1,) 
und (VII,) neben den Differenzen $ — ß’ und P— P’ auch die Summen J = ß -- $ 
und P + P’ einzuführen. Es genüge die Umformung von (VIl,). Macht man noch mit 
einer Variabeln « homogen, so nimmt (VII,) die Gestalt an: 

(4? — a2) 1J — B(P+P')} + (#2? + u?) KB — PB’) + B(P— P')) + 2Zu:, 


 # 2(4?+ 2) +2BAu 
Nr. 8 Die Darstellungen der Achsenfläche A. F;. 

Kombiniert man (VII,), (VIL,) mit (Va), (VIE); (VE), (VlIy), so gewinnt man die 
ımpliziten Darstellungen der A.F, als Ordnungs- und Klassengebilde. 

Mittels der Abkürzungen: 

(40) H, = 71: H, = No» (O8) Na 
schreiben sich (V4) und (V/’) in der Gestalt: 

(Vi) s-t, (Vy) eo." 

1 Im 


Auf Grund von (VII,) ergibt sich die Gleichung der Achsenfläche als Ordnungsgebilde 
A: 
nr 


y N]: n3&n + Nonıdı + n?£. 
(VIIT,) ao 10 Bo ı 7 Nis2 
FE 73 — 2Bnanı + 


Analog dualistisch. Mittels der Abkürzungen: 


(41) (ub) e,, (ub‘) &, (uUö)=e,, Er +, + cu En 
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schreiben sich (VI4) und (VI;) ın der Gestalt: 
(VIA) ee, (VI, ee, 
177 € 
\uf Grund von (VII,) ergibt sich die Gleichung der Achsenfläche als Klassengebilde A. ®,: 

(VIIL,) —Eg _ 201 — 2181 ui. 
| CE &—2Be.,+ & 

Desgleichen gehen die expliziten Darstellungen der Achsenfläche aus (Va), (V.) 
resp. (Vla). (VIe) hervor. Verbindet man wiederum einen Punkt P, auf d mit einem 
Punkte B, auf e derart, daß die Gerade (P,, B,) eine Erzeugende f;, wird, so ergibt 
sich als Punktdarstellung der A.F;: 


% lo 6b, + öb;) +-vMi u. Zidi.:: 
Im = Q;. 


Faßt man dualistisch eine f, als Schnitt zweier Ebenen durch d und e auf, die an 
lie Korrespondenz (VII,) gebunden sind, so kommt als Darstellung der A. ';: 
| w = !c(b, —sb;) + zöi} N, 
| un = — N,(6, +s0) — cxZ,. 

\us (VIII,) resp. (VIII.) gewinnt man, ganz wie bei der allgemeinen /.F,, eine 
|, 1)-deutige Abbildung der Achsenfläche auf eine Ebene, über die man in Nr. 13 


(VIII) 


(VII) 


Näheres findet. 


Nr. 9. Die Funktionaldeterminante ©, von Zi und Q;. 

Für die Funktionaldeterminante 9; von Zähler Z, und Nenner 0; in (VII,) hat man: 

IX) 0, =94 +29,4+9%, = A(2Bz, — 2) + 2Al2, — 2) iR (2, — — 
wo noch die Werte der z aus (VII,) einzutragen sind. Damit geht (IX) über 

(IX) 0, =!J —B(P + P'\(B4#? +27 +B)-+cP — P')(1 = 
wo man wieder mit einer Variabeln « homogen machen kann. 

Da sich im ‚Büschel (VII,): rO;, — Z, =0 zwei Formen mit Doppelwurzeln 4’, 
befinden, wo 27, 4” eben die Wurzeln von 9 sind, so entsprechen diesen Wurzeln die 
(stets reellen) .„„Koinzidenzerzeugenden‘‘ g(#'), g(#’) der A.F,;. 


Nr. 10. Geometrische Deutungen. Die fünf «rundformen. 
Schneidet man die Begleitgerade e (V,) mit dem „Kugelkreise‘“ K: 


ı 
‘ > 1 
(42) K) 24; =0, =, 


so gehören den beiden Schnittpunkten (,„Kreispunkten“) A, K, als Parameterwerte 
2. 4, gerade die Wurzeln von 0, =4?+2BA-+1=0 zu. Man frage weiter nach der 
Deutung der Polargleichung (Involution): 

(43) Qi =) +BiA+N)+1=0. 
Jedes Lösungspaar (4, 4’) von (43), das zwei Punkten B,, B; auf e entspreche, ist har- 
monisch zum Paare (2. #,) der beiden Kreispunkte X, Ä;, d. h. die beiden Parallel- 
veradenbündel (B;), (Bj) sind orthogonal. 

Im Besondern sind die (stets reellen) Wurzeln von ©; harmonisch zu denen von 
(0,. Gemäß Nr. 9 gilt also: 

„Die beiden (stets reellen) Koinzidenzerzeugenden der A.F, stehen aufeinander 
senkrecht“. Andererseits gilt der obige Satz insbesondere von den beiden durch B,, Bi 
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gehenden Erzeugenden /,, fr. Speziell entsprechen den beiden Werten 4 = 0, 7 y 
die beiden Grundachsen f, ff von K,, womit man auf die frühere Orthogonalitätsbe 
dingung B = O0 zurückkommt. 

Die Bedingung (43) läßt sich daher auch so deuten: ‚Man kann vermöge O,, 0 
auf oo! Weisen aus dem Büschel Ä, zwei Komplexe (2), (#') so herausgreifen, daß deren 
Achsen orthogonal sind“, 

Wählt man daher zwei solehe Komplexe als Grundkomplexe des Büschels. so 
liegt der „Normalfall“ B = 0 vor, was von jetzt ab in der Regel angenommen sei. Die 
Formen Q; (VII) und Q,, (43) nehmen dann die Normalgestalten an: 

(43,) GR +, (43) QOwzAr +1, 


) 
und entsprechend r ın (VIl,) und ©, ın (IX): 





u; Zı K2B-+MP—P' | 
(VII,) r= 0, „Ep » 11 ‚,—B 
(1X,) 0, = (P— PP) — X) +24J; 
endlich dıe Diskriminante Ag von ©;: 
(44,) Aa = J? + (P— P')?>0. 


Man erkennt wiederum, daß die Wurzeln von ®; reell und verschieden sınd. In dem 
singulären Falle, wo de = 0, also zugleich 7 = 0 und P — P' =0 (s. Nr. 3). artet die 
A. F, ersichtlich in eine dreifache Ebene aus. 

Mit Rücksicht auf (III) gilt noch der Satz: „Die Erzeugenden f, der A. F, stehen 
senkrecht auf der Doppelgeraden d. Von jedem Punkte P, auf d gehen zwei Erzeugende 
aus, deren Verbindungsebene N, eine Normalebene von d ist; diese \, bilden das Büschel 
durch die Begleitzerade e“. Bezüglich der Realität beachte man. daß vom P, anf d 
zwei imaginäre Erzeugende ausgehen, die ıhn mit A, und A, verbinden. Wegen der Stetir 
keit der Änderung gilt daher: .‚Die beiden, von einem Punkte ?, auf d auszehenden Er- 
zeugenden sind dann und nur dann reell und verschieden, wenn ?, zwischen den beiden 
Treffpunkten von d mit den Koinzidenzerzeugenden liegt, während sie für diese Treff- 
punkte selbst zusammenfallen‘“. 

Wir kommen zur vierten Form P;: 

(45) P,=%P’+4AJ-+P. 


Da für ? = 0 der Komplex Ä ın einen speziellen [/] ausartete, entsprechen den Wurzeln 
von P, zwei solche „Spezialgerade‘“ gg, von KÄ,, die beiden „Spezialerzeugenden‘ 
der A. F,. Diese sind reell und verschieden, oder konjugiert imaginär, oder fallen ins- 
besondere zusammen, je nachdem die Diskriminante A» von P;: 

(46) Ap J=—4PP' 
positiv, oder negativ, oder gleich Null ist. 

Umgekehrt ist A, nach Annahme irgend zweier windschiefer Geraden g,. g, bereits 
eindeutig bestimmt. Sind diese reell und verschieden, so erscheint d als die Gerade 
kürzesten Abstandes zwischen g, und g- 

Zwischen den vier Formen P;,, 0;. Z; und ©, muß eine lineare Identität bestehen. 


Indem man im Normalfalle (B = 0) die Kombination 2 P, — ©, bildet, erhält man sofort : 
(X,) 2P,=9%+(P+P')Qı (B=0). 

Aber auch im allgemeineren Falle tritt nur eine geringe Modifikation ein; es kommt: 
(X) 2cP, = @0ı + IQ,., 


wo L den Wert P +P’'— BJ hat. 
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Somit gehören P;, ©, und 0; der nämlichen Involution an. Deren Doppelelemente 
sind die Wurzeln einer neuen, fünften Form F,. Bildet man F, etwa als Funktional- 
determinante von P; und Q,, so drückt sich F, einfach aus durch Z, und Q;, wie folgt: 

(XI) F, = 22, — (BP — P)Qh, 
sleichgültig, ob B verschwindet oder nicht. Das Ergebnis läßt sich mit Rücksicht auf 
Nr. 9 auch so formulieren: „Die drei Formen Z;, Q,, F) gehören der nämlichen Involution 
an, deren Doppelelemente die Wurzeln von ©; sind“. 

Die fünf Formen P,, 01, Z;, 9,, F, seien als die „‚Grundformen‘“ der A. F, bezeichnet, 
da sie ersichtlich deren Theorie in binärinvarıiantem Sinne umfassen. 

Zwischen den fünf Grundformen besteht außer (X) und (XII) noch eine weitere 
lineare Identität, die man durch Elimination von ©, gewinnt (B=0): 

(47) UF, —2Z) + (B —- P)2cP — 9)=0. 

Wie man leicht erkennt, sind die drei Identitäten (X), (XII), (47) selbst wieder an 
eine Jineare Syzygie gebunden. 

Der Zusammenhang zwischen den fünf Grundformen drückt sich am einfachsten 
dahın aus, daß sie an fünf harmonische Beziehungen geknüpft sind; einmal ıst ©, 
harmonisch zu Z, und Q,, andererseits F, harmonisch zu P,,Qı und ©;. 

Die Gesamtheit der Wurzelpaare hängt daher von 10 —5 =5 Konstanten ab, 
nämlich 3, P, P', ß, $’; ım Normalfalle kommt BD noch in Fortfall. 

Die fünf harmonischen Beziehungen zwischen den fünf Grundformen, mit Ein- 
schluß der Realitätsverhältnisse, lassen sich geometrisch gut veranschaulichen, wenn 
man sich auf einem Normkegelschnitt, etwa einem Kreise, einen Parameter A ausge- 
breitet denkt. Seien etwa die beiden Formen ?; und Q;, oder auch Z, und Q, beliebig 
(als Punkte der Ebene) vorgegeben, so gewinnt man je die drei übrigen durch sukzessive 
Anwendung von linearen Polarkonstruktionen. 


Nr. 11. Weitere Normierungen der beiden Grundkomplexe. 

Es liege zunächst wieder der Normalfall (3 = 0) vor. Durch geeignete Wahl des 
Koordinatensystems lassen sich die Grundkomplexe Ä, K’ noch weiter normieren. 

Einmal wähle man die Doppelgerade d als x,-Achse, andererseits die Richtungen 
der Grundachsen f, f' als die der x; — resp. zrAchse. Damit treten die Verein- 
fachungen ein: 

8) 450, b5=-d 4-0 bb =d; el, , =0, 55-0, bb el, 
womit dıe Bedingung 3 = 0 von selbst erfüllt ist. Drittens lassen sich bezüglich der 
lage des Anfangspunktes O, auf der x,-Achse d, zwei ausgezeichnete Wahlen treflen, 
eine unsymmetrische und eine symmetrische. Entweder liege O so, daß f ganz mit der 
x;-Achse zusammenfällt, oder aber es halbiere O die Strecke zwischen den beiden Treff- 
punkten 0,,0, von d mit f, f. 

Wir beschränken uns auf den wichtigeren zweiten Fall und bezeichnen ihn schlecht- 
weg als den „kanonischen“. Man führe noch die Abkürzungen ein: 

(49) 2, = ta, 2d, = — a. 

Die beiden x-Koordinaten ®, ® von O,, 0; berechnet man leicht zu: 

(50) =, 0 = —a. 

Damit findet die Forderung bezüglich der Lage von O ihren Ausdruck in: 


(51) a = 4,, 


und dıe fünf Grundformen nehmen die kanonische Gestalt an: 
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| Azul —1) +2dl, QG=R+1, Fı=2Z,, 
1309, da(4#? — 1) +2/au, 2Pı 9 +sadı. 
Hierbei erhalten die Diskriminanten von Z, und 9, den nämlichen Wert a? +- d2. Über- 
dies sind Z, und 0, jetzt zueinander harmonisch. 
Da a; und a; in Z, nur ın der Differenzverbindung 2d, auftreten, so gehören zu 


(52) 


festgehaltener A. F, noch &! erzeugende Büschel X,. mit dem linearen Parameter s.. 
Während hierbei ©, fest bleibt, durchläuft ?, das Büschel ©, + 5s,0,, so daß die 
Spezialerzeugenden g,, g, eine Involution erfüllen. 

Unter den »! erzeugenden Büscheln A, einer A.F, wird man ein geeignetes als 
Repräsentanten wählen; am einfachsten, indem man s, den Wert Null beilegt. Für 
dieses repräsentierende Büschel K) gilt das Koeffizientenschema: 

. a; dx ©: 100 

(995) 
(dr a; ©: 0) 10 
Zugleich fallen dıe beiden Grundformen P; und ©, zusammen. 

Innerhalb irgendeines der ©! K; lassen sich Ä und Ä’ noch beliebig herausgreifen: 


über eine geeignete Festsetzung s. Nr. 13. 


Nr. 12. Die kanonische Darstellung der Achsenfläche. 
In direkter Anknüpfung an (III) (Nr. 4) berechnet man auf Grund von Nr. 11: 
54 f Im). = 2, (m.=9 Um,=0; 
| mwmw=1. m=#4 m=d. 


Somit kommt als explizite Darstellung der A.F3: 


(AI) Li: Tg: I: Im T. T/ . Z; . 22 ! 1. 
Trägt man den Wert 4: ein, so ergibt sich die implizite Darstellung der A. F, ın 
% 
rechtwinkligen Koordinaten x = za. Y = Ilm. 2 = lm: 
(XIT’) (27? +?) dry? — 2°) + 2yrd.. 


Die Abbildung der A.F, auf eine Ebene (s. Nr. 8) werde insoweit näher verfolgt, dab 
man erkennt, wie sich die A. F, der allgemeinen R.F, unterordnet: 
Schneidet man die A. F, (XII) mit einer Ebene (aux) = 0 und macht noch mit u 


homogen, so ergibt sich die Beziehung: 


5) © -wrut+wmri + 2md in + AHlum + Wa) + lu — mar) = 0. 
Deutet man die r. A, u als Dreieckskoordinaten eines Punktes in einer Hilfsebene E, 
so bilden sich die &©3 ebenen Schnitte der A.F, -— rationale c, mit Doppelpunkt 
auf d— ab auf das Gebüsch (55) von c, in E. Diese c, gehen durch die Ecke 


T(A=0, u = 0), und schneiden auf der Seite t(r = 0) eine Involution J von Punkte- 
paaren aus, wodurch umgekehrt das cz-Gebüsch (55) festgelegt ist. 

Hierbei bestimmt sich J durch das Büschel: 

(56) J = Klum + ua) + 2Aurda + (Um — war) = OÖ 
mit den oo! Wurzelpaaren (A,. },), so daß J die Gestalt annimmt: 


(96’) J = dal — Ads) + arl/ı + A) = 0 = On. 


nn 


wie auch ohne Rechnung vorauszusehen war. 
Jedem Punktepaare (A,. 7,) auf ft entspricht ein Punkt auf d. und umgekehrt. 
Insbesondere entsprechen zerfallenden c, auf der A.F, zerfallende c, ın (55). 
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Die c, enthält dann mindestens eine Gerade; man hat drei Fälle, je nachdem diese 
(Gerade (a): irgendeine Erzeugende g(4,) ist, oder (8): mit d, oder (y): mit e zusammenfällt. 
Die korrespondierenden Bilder sind: 


(a): eine Gerade c,(,) durch 7, nebst einer beliebigen Geraden c,(A,), die £ im 
Punkte 4, trifit; A, und 4, sind an J gebunden; 

(ß): c,(A,) geht wiederum durch 7, während c,(4,) in t rückt; A, und A, sind will- 
kürlich; 

(y): c,(4,) und e,(/,) gehen durch 7; A, und }, genügen J. 

Das entsprechende Zerfallen der c, drückt sich aus in: 


| (ad 98=(t—aA— B) (A —A)=tt— al — A) (A —A,), 
IB) Set —A,), Y)) SEA —A)(A— A). 


Die bisher nur schematische Abbildung der A. F, auf E läßt sich geometrisch realisieren. 

Man projiziere die A.F, vom unendlich fernen Punkte auf d auf die Ebene 
Ei} = 0), d. ı. senkrecht auf die Ebene z=0. Gemäß (XII) ist die Darstellung 
dieser Projektion: 

(57) Hm =riir: Hl eru:ir: A + 8, 
so daß hieraus umgekehrt das c,;-Gebüsch (55) entsteht vermöge: 

(57) ste u a Ar, 

d.ı. eine (1, 1)-deutige quadratische Punkttransformation 7, ın E. 

Vermöge der Projektion (57) gehen die c, der A.F, über in ein Gebüsch von c, 
ın E mit Doppelpunkt ın 7, und diese vermöge der 7, (57) in das cz,-Gebüsch (55). Da 
die Konstruktion der 7, linear ausführbar ist, so gilt dies auch von der aus Projektion 
und 7, zusammengesetzten Abbildung. 

Die (1, 1)-Deutigkeit der Abbildung hört in zwei Fällen auf. 

Einmal entsprechen dem Punkte 7 alle Punkte von e; umgekehrt entspricht jedem 
Punkte P, auf e eine bestimmte Richtung (Linienelement) durch 7. Zweitens ıst das 
Bild eines Punktes P, auf d ein Punktepaar (},, 7,) auf t, während jedem Punkte P., 
nur eın Punkt P, korrespondiert. 

Mittels der Abbildung läßt sich auch der Restschnittpunkt P, einer Geraden, die 
zwei Punkte P,, P, der A.F, verbindet, linear bestimmen. Denn für Pı, P;, Pz als 
Bildpunkte von P,, P,, P;, muß das c,-Büschel (7, P}, P5;, P3) aus t die Involution 
J(},, },) ausschneiden. Dabei bediene man sich zur Konstruktion von ?3 der drei Ge- 
radenpaare des ca-Büschels. 

Damit erledigt sich auch im Besonderen das Aufsuchen der beiden Haupttangenten 
ın einem Flächenpunkte ?P,. Da die eine derselben die durch P, laufende Erzeugende 
ist, handelt es sich nur um die andere, die „‚eigentliche‘‘ Haupttangente. Hieraus lassen 
sich weiter die Bilder der (eigentlichen) Haupttangentenkurven der A.F, entnehmen; 
es sind die c, eines Büschels, die die von 7 nach den (reellen) Doppelpunkten D, D' 
von J laufenden Geraden ın D, D’ berühren. 

Wählt man die Gerade t als die g, von E, so geht das c,-Büschel über ın das 
der Hyperbeln mit den festen Asymptoten (TD), (TD’). Dies mag auch analytısch 
bestätigt werden. Für x = u/t, y = A/t darf man A,, A, in J so wählen, daß A, = y/r, 
),= dylax = y’ wird. 

Dann wird die Gleichung von J die lineare Differentialgleichung: 


(98) di —yy)+taly+y)=0, 
deren Integration sofort liefert: 
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(59) d.(x? — y?) + 2a.0 y = const. 

Hier lassen sich auch leicht x und y explizite mittels eines Parameters darstellen, 
was dem Leser überlassen bleibe. Die Einsetzung in (XII) ergibt dann die explizite 
Darstellung der Haupttangentenkurven selbst. Diese sind rationale Raumkurven 
4. Ordnung A,; jede Erzeugende ist Sehne einer A, derart, daß d die Strecke der Trefl- 
punkte halbiert. Durch jede A, geht ein einziges Hyperboloid, das aus der A.F, noch 
die beiden Koinzidenzerzeugenden ausschneidet. 

Es werde noch die Achsenfläche als Ebenen- und Liniengebilde dargestellt. Indem 
man durch eine g() das Ebenenbüschel E(o) legt, folgt aus (XII) explizite: 


(XIII) ni: Wim = —oA:0:#® +1: —Z,, 
oder auch implizite: 
(XIIT’) wZ(w, —ı) + u. (u + uf) = 0. 


Letztere Gleichung hätte sich auch ergeben durch Nullsetzen der Determinante der 
Gebüschform c, (55). 
Endlich fließt aus (XII) die Darstellung der Fläche in Strahlenkoordinaten: 
(XIV) pPa=Ppm=0; Pa: Pin: Pr: Pım = Zi: +1:4Z,:AAR +1), 
so daß die Erzeugenden dem tetraedralen Komplexe angehören: 


(60) PaPım — PimPur = 0: 

Wie sich die Achsenfläche der allgemeinen A.F, unterordnet, ist nunmehr ersicht- 
lich. Bei geeigneter Wahl des Koordinatentetraeders läßt sich !) eine R. F, mit reellen 
Koinzidenzerzeugenden in der Form (XIl) darstellen. Nennt man mit Plücker ?) eine 
R. F,, deren Erzeugende senkrecht auf d stehen, eine „„konoide“, so läßt sich die A. F, 
charakterisieren als eine konoide R.F, mit reellen Koinzidenzerzeugenden. 


Nr. 13. Beziehung der Achsenfläche zum Zylindroid. 
Für rechtwinklige Koordinaten 2/2. Zr/&m» Xıl&m st die Gleichung des Zylin- 
droides 3): 


(XV) za +2) = 2MI;IIm; 
oder auch explizite, für 4 = a,/uw,, tr = 2may/ıı: 
(XV’) 4:0: m mr:iir:2mi: 2 +1 


Vergleicht man letztere Darstellung mit der kanonischen (XII) (in Nr. 12) der A.F,, 
so erkennt man, daß diese in jene übergeht, falls man der Konstanten a; = a; den Wert 
Null beilegt (und m für d, schreibt). Es entsteht die Frage, ob man nicht aus irgend- 
einem der oo! erzeugenden Büschel Ä, zwei Grundkomplexe derart herausgreifen kann, 
daß die Bedingung a; = a; = 0 erfüllt wird? Um dies zu zeigen, gehe man von dem 
Hılfssatze aus: „Unter den Erzeugenden der A.F, gibt es ein einziges (reelles) Paar. 
das zugleich inzident und orthogonal ist‘: Zum Beweise stelle man vorab für ein all- 
gemeines Büschel X, (I) je die Inzidenz- und Orthogonalitätsbedingung für zwei Erzeu- 
gende g,(A,) und g,(A,) auf. 
Nach Nr. 11 lautet die Orthogonalitätsbedingung: 


(VII) Oh +B, +) t+i1=0, 


> 
- 


und die Inzidenzbedingung: 


!) Vgl. z.B. L. Cremona, Lomb. Ist. A. 2 (1861), p. 291: Journ. f. Math. 60 (1862). p. 313: F. ©. Ferry, 
Arch. for. Math. Nat. 21 (1899), p. 1. 

?) J. Plücker, Lond. Trans. 155 (1865), p. 756. 

°) S. die Literaturangaben in der Einleitung, sowie die weiter unten folgenden 
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(IX) Our. dphrdg +9 (dr + A) ri =V. 

Diese beiden Involutionen haben ein einziges Paar (A,, 4) gemein. Im kanonischen 
Falle der Nr. 12 werden #,, A, die (stets reellen) Wurzeln von F, = 22, (52). 

Diese beiden Erzeugenden g,(A,), g5(4,) wähle man nunmehr als Grundachsen, 
d.i. K-+2,K, K+3,K’ als neue Grundkomplexe. Legt man ım übrigen wieder 
den kanonischen Fall der Nr. 12 zugrunde, so ergibt sich in der Tat, daß man bei der 
Darstellung der A. F, der Konstanten a; = a; den Wert Null beilegen darf. Damit gilt 
der Satz: 

„Das Zylindroid wird zur Achsenfläche, wenn man das Paar der zugleich ınzidenten 
und orthogonalen Erzeugenden, das bei der kanonischen Darstellung (XII) ın die beiden 
ersten Koordinatenachsen fällt, als Grundachsen eines erzeugenden Komplexbüschels 
K, wählt.‘ 

Es gelten daher für das Zylindroid auch alle früher für die A. F, abgeleiteten 
Kigenschaften. 

Die bekannten Eigenschaften des Zylindroids fließen fast ohne weiteres aus (AXIIT’). 

Da x„ den Wert 7? +1 hat, sind alle c, auf der Fläche Ellipsen !). Deren Pro- 
jektionen auf eine zu d senkrechte Ebene, etwa x, = (0, sind Kreise !). Denn für diese 
Projektionen hat man: 

(61) Km = aA+ßB:MaA+ß): 7° +1, 
oder auch implızite: 

(61’) +2 — Bun —anı =$, 

d. s. alle Kreise durch O in der Ebene x, = 0. Weiter liegen die Fußpunkte F der von 
irgendeinem festen Raumpunkte P,(z,, %,, 2,) auf die Erzeugenden g(A) gefällten Lote 
auf einer Ellipse ?) E,. 

Denn die fragliche Orthogonalitätsbedingung liefert für den Parameter r von g(2): 

(62) = +iyı = +aly) = Yıl! — A), 
womit unter Berücksichtigung von (a) der Satz bewiesen ist. 

Umgekehrt gehören zu jedem gegebenen Kegelschnitt auf der Fläche, aufgefaßt 
als Fußpunktellipse E, (62), noch ©! Punkte P, mit festen x,, Y,, die also eine Pa- 
rallele p, zu d erfüllen. 

Bei gegebenem Punkte P, läßt sich auf Grund von (62) eine Erzeugende g’ ein- 
fach konstruieren, so daß die Ebene (g’, P,) die Ellipse £, aus der Fläche ausschneidet. 
Diese Konstruktion überträgt sich auf die frühere Bildebene E (Nr. 12), und nimmt 
eine besonders einfache Fassung an, wenn man wiederum die Gerade t als g, wählt. 

Die letztere Konstruktion möge genauer angegeben werden. ‚Einen beliebigen 
Punkt 5, ın E verbinde man mit dem Zentrum O durch eine Gerade und spiegele diese 
an einer festen, durch O gehenden Geraden. Die zu dieser Spiegelgeraden durch 5, 
gezogene Parallele e, ıst das Bild der Fußpunktellipse EZ, von P,, wo P, der dem Punkte 
5, entsprechende Flächenpunkt ist.“ 


Königsberg ı. Pr., Juli 1926. 


2) J. B. Göbel, Zeitschr. Math. Phys. 25 (1880), p. 281. 

®) Nash und Morel, Ed. Times 30 (1878), p. 96; R. S. Ball, ib. 65 (1895), p. 28: 67 (1897), p. 60, 
mit Beweisen von (urjel, Sarkar und Clayton. 

Umgekehrt zeigt P. Appell, Rev. math. sp.5 (1895), p. 129, daß das Zylindroid, abgesehen vom 
Zylinder, das einzige (reelle) Konoid ist, für das die Fußpunktkurve stets eine ebene ist. und dehnt im 
Bull. Soe. math. Fr. 23 (1900), p. 251, 361 dies Ergebnis auf Regelflächen überhaupt aus: vgl. R. Bricard 
ib. 29 (1901), p. 18, der auch sphärische Fußpunktkurven in Betracht zieht. 
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Nachtrag zur Arbeit: 


„Über den Wertevorrat 
von Potenzreihen im Gebiet der p-adischen Zahlen“ 
in Band 159, Heft 1, Seite 13—2S. 


Von Reinhold Straßmann ın Berlin. 


a) Einer Anregung von Herrn //. Hasse folgend bemerke ıch noch: Es ıst nicht 
nötig für die Arbeit, von der auf S. 13 erwähnten speziellen Konstruktion des Körpers 
M unter Benutzung des Körpers $t aller algebraischen Zahlen (etwa repräsentiert ın 
der Gaußschen komplexen Zahlenebene) auszugehen. Man kann überall unter M 
die abstrakte minimale algebraisch abgeschlossene Erweiterung von A(p) verstehen. 
In diesem Fall wird man darauf verzichten, e und z als algebraische Zahlen aus 
K(1) auszuwählen, und die Normierung von z° auf S. 14 fallen lassen. Es genügt 
dann, unter z°, wo 

m 


e=+-—, (m,n) =1. m,n positiv ganz rational, 
N 


einen festen unter den n möglichen Werten des Ausdruckes zu verstehen, gleichgültig 
welchen, und die gleichzeitig in der Untersuchung auftretenden Potenzen x (g ganz 
rational) durch 4° = (z°)? (p) damit ebenfalls eindeutig festzulegen. 

b) Da das Analogon zum Körper aller reellen und komplexen Zahlen ın der ge- 
wöhnlichen Funktionentheorie im Gebiet der p-adischen Zahlen nicht der Körper MM. 
sondern seine kleinste perfekte Erweiterung W ist, könnte die Vermutung auftauchen, 
daß die in $2 für Potenzreihen in M (Definition s. S. 15) ausgesprochenen Gesetze 
und die daraus in $4 gezogenen Folgerungen nur deshalb gelten, weil sie sich auf eine 
besondere Klasse von Potenzreihen im Gebiet der p-adischen Zahlen beziehen. Es 
seı deshalb ausdrücklich hervorgehoben, daß das nicht der Fall ist, daß vielmehr die 
Sätze I—IV und VI-—VIII ohne weiteres auf Potenzreihen in M übertragen werden 
können, wenn eine Potenzreihe in M jede Reihe 


2% 
y . 
fix) = > Au (p) 
— 
ı1=() 
heißt, deren Koeffizienten A; sämtlich Elemente aus M sind, und wenn als Variabilitäts- 
bereich von x der Körper M zugelassen wird. Die einzige Anderung ist, daß man dabei 
2 durch p ersetzen wird, und daß jeder Exponent A; rational (nieht notwendig ganz ra- 
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tional) ist oder den Wert + & hat. Zum Beweise schließt man aus der.Gültigkeit von 1’ 
(S.21) und IV (S. 18/19) für Potenzreihen in M auf die Gültigkeit des Vordersatzes 
von 1’ für Potenzreihen in M, folgert daraus 1,1’ und fährt dann genau wie in $3 fort, 
wobei lediglich die ganzen Funktionen in Ä(e, p) in 1 und 3 durch ganze Funktionen 
in M zu ersetzen sind. 

Die Bemerkungen des $ 4 gelten also auch für Potenzreihen in der perfekten Er- 
weiterung Wi von M. Aber gerade hierin zeigt sich, daß bereits in der algebraisch ıinter- 
essanteren Beschränkung auf Potenzreihen in M alles Wesentliche in Erscheinung tritt. 


Agra, den 18. Februar 1928. 
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Über Polynomsysteme, 
die aus der hypozykloidischen Abbildung entspringen I. 


Von Robert König ın Jena. 


Einleitung. 
In der Literatur sınd vielfach die nach T'schebyscheff benannten Polynome 
A sıin(v + 1)g 
T (2) =cos vp [z=cos@] und die damit zusammenhängenden U,(z) = be- 
sınqg 
trachtet worden, v»=1,2,3... Wie die folgende funktionentheoretische Unter- 


suchung lehrt, bilden sie 1. aber nur die beiden ersten Glieder in einer ganzen Serie 
von Polynomsystemen, die aus der bekannten Abbildung 


iR . 
z= > (- 7 ı) 
entspringen. 2. kann an Stelle der eben genannten die allgemeine ‚‚hypozykloidische‘“ 


Abbildung ($ 1) = % Bd. n- ) n = 2,3,. 


n t 


treten, welche den Kreisen |t| = const. Hypozykloiden in der z-Ebene zuordnet und 
die vorige Abbildung als einfachsten Fall (für n = 2) enthält; zu jedem festen n gehört 
wieder eine neue Serie von Polynomsystemen. 3. — und das ist das Wesentliche 
wird die volle Wahrheit erst erfaßt, wenn man sich von den Polynomen loslöst und 
die Betrachtung tiefer legt. Die genannten Polynome sind nämlich die Summe der 
Residuen (zyklischen Integralperioden) von gewissen Differentialen ($ 2) 


dö‘® und dv (rT;z) = er, m=1,2,... 


der komplexen r-Ebene an den von dem Parameter z abhängenden Nullstellen von f; 
und diese Differentiale der einen Variablen r sind wiederum die Koeffizienten in der 
Entwicklung des von Argument r und Parameter u abhängenden Differentials ($ 2) 
av. — l dr 
Ense f" r—u 
nach Potenzen des Parameters u. So stehen in der Kette: Differential von 2 Veränder- 
lichen — Differentiale von 1 Veränderlichen — Residuen — die Polynome an letzter 
Stelle, und ihre Eigenschaften erweisen sich somit als letzter Ausfluß derjenigen der 
dV. 


-., 


!) s. die Fußnoten von $9 u. Courant-Hilbert, Methoden d. mathematischen Physik, Berlin 1924. S. 73. 
q* 
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Gehen wir nach Kennzeichnung der Methode zum Inhaltlichen über, so existieren 

A. betr. die Differentiale von 2 Veränderlichen drei Tatsachen I, II, III (83, $4, $6), 
welche den Zusammenhang zwischen den dV und dV, den dV und ihrer Ableitung nach 
dem Parameter u. und den dV und ihrer Ableitung nach dem Parameter z wiedergeben. 

B. betr. die Differentiale di", dv”, m =1,2,... von einer Variablen gilt: 
1. der ..Basis“-(Reduktions)satz, daß sie nämlich ı. a.!) einen endlichen, n-gliedrigen 
\lodul mit ganzen rationalen Koeffizienten in z bilden; 2. daß die dv» in dem Modul 
der dv"+1), und umgekehrt diese — nach Multiplikation mit dem Verzweigungsfaktor 
(2*—- 1) — in dem Modul der dv(® enthalten sind; (24), (28), (35). (40); 3. daß die mit 
(2" — 1) multiplizierte Ableitung eines dv nach z ebenfalls zum betr. Modul gehört 
(expliziter Ausdruck! (49), (52)); und schließlich 4. daß zwischen dv und seinen Ableitungen 
nach z bis zur n-ten eine lineare, inhomogene Relation besteht, deren rechte Seite ein 
vollständiges‘ Differential ist; (56) und Satz 12, $ 8. 

C. Die Residuen der di bzw. der dv” an den n Stellen t,[fit.2) = 0] 
sind die Wurzelpotenzen {; bzw. deren Ableitungen nach z ($ 6); dazu übertragen sich 
auf sie die vier — unter B genannten — Tatsachen: Wir erhalten den zu 

ft,z2, =" —nst+n—1=0 
vehörenden algebraischen Funktionenkörper; aus A. wird dıe lineare homogene Difleren- 
tialeleichung n-ter Ordnung vom Fuchsschen Typus, welcher die n Zweige genügen; (56*). 

D. Die Summen der Residuen an den n Stellen i,; werden schließlich — als symme- 
trische Funktionen der Gleichungswurzeln — Polynome ın z; es spezialisieren sich weiter 
die unter B genannten Tatsachen; insbesondere können sıe aufgefaßt werden als Eigen- 
funktionen eines „„Randwertproblems‘‘ für die obige Differentialgleichung, wenn man 
an den singulären Stellen z* = 1 und z= » Unverzweigtheit vorschreibt (Satz 12*); 
es mag bemerkt werden, daß der Parameter A nicht linear und ın alle Koeffizienten der 
Differentialgleichung eingeht. (Näheres s. Satz 12, $ 8.) 


S$S 1. Die hypozykloidische Abbildung. 
Durch die rational gebrochene Funktion 


(1) = 1 (a—1 +) n=23.4... 


n l 


wird eine konforme Abbildung der schlichten t-Ebene auf eine n-blättrige Riemannsche 
Fläche Ar über der z-Ebene vermittelt. — Der Fall rn = 2 ıst aus den Elementen der 
Funktionentheorie bekannt?). — Den Punkten t=0 bzw. t == entspricht je ein 
unendlich ferner, gewöhnlicher bzw. (n — 2)-facher Verzweigungspunkt von Ar. Ferner 
liegt noch je ein einfacher Verzweigungspunkt an den Stellen z* = 1, den Bildstellen 
von f" = 1, wie aus 

ds nit" —1 


(2) 
dt n Pe 


hervorgeht. Die Konstruktion von Ar kann demnach so erfolgen, daß ein 1. Exemplar 

der z-Ebene E, von z = 1 nach & längs der reellen Achse aufgeschnitten und mit dem 

ebenso behandelten £, kreuzweise verheftet wird; dann wird E, längs des Halbstrahls 
) 


nd 


== aufgeschnitten und hier mit dem ebenso behandelten Z, verheftet usw., bis 


!, s. Näheres Satz b, S 4. 
®) Der allgemeine Fall wurde studiert von J. Philipps, Über die konforme Abbildung durch Rollkurven 
begrenzter Gebiete, Diss. Marburg 1919. 
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2 


schließlich das n-te Blatt F,„ längs des Halbstrahls & = (n- er aufgeschnitten 
n 


und mit dem analog behandelten E, verknüpft wird. Lösen wir die Verknüpfung, so 
sind auf den n. je mit 2 Schnitten versehenen, Ebenen E,„ die n Zweige 


t,(2). t,(2) ri In(3) 
der durch 
(3) "—nst+n—1=(0 
definierten algebraischen Funktion t = t(z) eindeutig ausgebreitet; beim Umlauf um 
1 
i (h—1)  % " Iınel 
die Stelle z = e nr (h=1,....n--i,n) gehen die Zweire f, und f,.,, ineinander 


über, beim Umlauf um z = » erfolgt die Substitution: 
1, l, l; ee A 


- 


no. 
u 


Der Wertevorrat der algebraischen Funktion / = t(z) kann und soll noch auf eine 
zweite, andere Weise ın n Zweige t;(z)|7 = 1.2,....n] aufgespalten werden, so zwar 


dab stets BISIEIS Hr 
Veranlassung gıbi dazu dıe Abbildung der Kreise |? const. Dem Kreis 
l oe W, o= const., 0<So=2r 


entspricht bei der Abbildung (1) die Hypozykloide 
(5) s= (n — 1)eW — rem Dip! , 
no ” 
welche durch Abrollen eines Kreises vom Radius { im Innern des um OÖ gelegten Kreises 
vom Radius n entsteht und nachher ım Verhältnis 1 : no vergrößert bzw. verkleinert 
wird. Des Näheren erhält man 
a) für 0 <o<1: gestreckte Hypozykloiden: 


b) „ o=1: einen n-Spitz; 


n 
eo „. 1<o<]n-1: verschlungene Hypozykloiden mit n Doppelpunkten auf 
7 
27 
o=h—, h=0,1l,...,n—1; 
N 


Mo o=|n—1: das n-blättrige Kleeblatt mit n-fachem Punkt in 0: 


n 


ec) „In —1<o<»: verschlungene Hypozykloiden mit Doppelpunkten auf 
den Halbstrahlen 
7 ‘) 
a ’T 7 = .’T 
o=h und g = -h Tr u 2 ve E: 
N N N 


Wir nehmen nun wieder n Blätter über der :-Ebene und zerschneiden sie folzender- 
maßen: 


‘) 
> 1% 7 
E, längs der Halbstrahlen % = Ah von z2=0 bis |z! =1; 
N 
® 7 Ir 
E, ebenso und ferner längs = + h von z=( bıs 5 
N n 
2n 

E, längs der letzteren und ferner längs & = Äh von z=(0 bıs % 

N 

’ ’ 7 2a 

E, längs der letzteren und ferner längs 9 = — + h von z=0 bs z= o; 

. n n 


usw. entsprechend bis 
E„_ı; sodann 
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2: ' | 
| p= = von z=0 bs z3=» für n gerade | 
E„ längs a 97 
| p= = + A a von z3=0 bs 3=® für n nie. 
Diese Zerschneidung induziert eine Zerlegung der Hypozykloiden in Teilstücke 
ebenso ihrer Originale, der Kreise |{!|=o. Für n = 4 erhält man z.B. 
L 
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Läßt man o von 0 > & wachsen, so wird ein beliebiger fester Punkt der z-Ebene zuers! 
von den Kurvenstücken 4., dann 2... .... zuletzt n-ter Art erfaßt oder m. a. W. es ist 


L uhizslkls.  Slül, 


wobei die Gleichheitszeichen nur längs der Bilder der Ge- 


raden g = A e und - +h e bestehen. 


Fügt man die Blätter längs ihrer Schnitte, vom 1. be- 
sinnend, kreuzweise aneinander, so entsteht wieder die 

"= Riemannsche Fläche Rz über der z-Ebene; auf der andern 
Seite hat man die aus n nebeneinandergelagerten Ge- 

: bieten 7,(j =1,2,...,n) bestehende t-Ebene, wobei 7, 
\ das um den Nullpunkt gelagerte. n-eckige Gebiet der ersten, 


| kleinsten Wurzel t, bedeutet, an welches in den n Ecken 
Fig. D. n 





(vom absoluten Betrage |t| = /n —1) die andern Gebiete 
mit n-facher Symmetrie in bezug auf O0 stoßen. 
Bei dieser Zusammenfassung der Zweige besteht beim Umlauf um die n endlichen 
Verzweigungspunkte jedesmal die Substitution t, > £,, beim Umlauf um z =» dasselbe 
wıe oben (4). 








ul 


Pı 
fa 
re 


un 


d.: 
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S 2. Die Differentiale mit variabler Polgruppe. 
Das Gebiet der folgenden Untersuchungen ist die komplexe r-Ebene. Es sei wie oben 
(3) Hr,2) = rt — nzı +n—1 


u Pu 


und u eine beliebige Stelle der r-Ebene. 
Wir untersuchen alsdann die Differentiale vom Argument r und Parameter u 


d 
dv" (rz, u) T 
T u 
(6) dV® (ru:2) = fh, dr olgf dr 
| u I r—u Or 7 u 
n Id | 
d v' , u, 2) . m " T —, m = 1. 2. 


Abgesehen von dV“” haben sie (im Endlichen) außer bei r = weine von z abhängende 
Polgruppe bei r =1t;, den Wurzeln von (3). Die Entwicklung nach steigenden bzw. 
fallenden Potenzen des Parameters u liefert als Koeffizienten folgende rationale Difle- 
rentiale der einen Veränderlichen r allein: 


Ei u av” u—h—] — tdr — d v. 


(7) Ei .dav" 1 tdıe= dv), A=0, +1, a 

ur : — sıen / 
E) dv” -ı-ı —_ 7m td = dv, “ Pi 
f B &g E. 

Bezeiennen wir die den Werten r=(0, rt = x sowie den Nullstellen von f = 0 
und /, =0 entsprechenden Stellen der r-Ebene mit p,, p, bzw. t,. 1a...., 1» und 
91: 99 - - +. Qn—], So entsprechen den vorstehenden Differentialen folgende ..Divisoren‘: 

d y(0) u php 2 
- —i—1 91 92° ° * An-ı 
d yi0) _— n* i—1 
(8) 4 PP, t, l, e z® 
1 
dum) >nin-i—- 2 +mn -- 
 PoPı m... 
welche die Ordnungszahl des dem rationalen Differential A(r)dr zugehörigen Potenz- 
dt 
reihenelementes R(t) ii Pit) 
T 


an Jeder Stelle angeben; hierbei ist r’ eine Ortsuniformisierende für die betreflende Stelle. 
Unabhängig von deren Wahl ist das zugehörige 

Residuum = P| ._ı: 
wir geben dasselbe für die verschiedenen dv und die verschiedenen Stellen der Reihe 


nach an: 


0 für A+ —1 
g(0) j .. (0) . (0) — 
(9°) 1. für dv ist bei p,: 0“ ı für i= 1 
0 füidr—i 
. 0) — 
bei p, . 0,0 | —i für 7 l 
(9), 2. für dE® ist bei ti: O=h, j=lhd...n 
l 0 für />0 
: . 90) — 
bei Pu: 0%, e für iA=— (+1), v0 


- 
E 
_ 

> 
1 
R 

> 


| 2 J: 
bei p,: 00) = f \vatı 
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Macht man daher die für |r| <|t,| bzw. |r| > |i„| gültige Entwicklung: 


(10°) : ER 4 er 41,2) gr 
0 
= 1 
a z ) Pr ee ı 
u 2 en (2) r“+l 


so ist nach dem Residuensatz 


(419) E12) = Sit, 2=0, +1, +2... 
0 
also wegen (3) ein Polynom in ='). 
(a3 . ' für 2 +0 
(9) 3. für dvW ist beı t;: er) = f Fi 
| | z get für 1=0 
wıe aus 
an dt nt 
dz f: 
sofort folgt; ferner 
m: oW) — 
bei pp: olı | r für A=— +1), v,>0 
iu fürri=u>0 
bei p,: 0) = 1 url 
| o für 1 <0. 
Macht man daher die Ran EG 
(10°) nn -3 en Por 22 5 bzw. 


1 


iöge B> e(Ü)(z) . 
7 at ’ 
0 T 


so ist aus demselben Grunde wie oben 


1 5 En ’ ' dt; 
(14) el) (2) = — ih, 1=0, +1, +2..5 K Z, 


n 2 
1 
also gleichfalls ein Polynom ın z!). 
4. für dv(@®(m > 1) ist bei t;: 
0” zunächst nicht explizite bekannt, 


0 für A> 0 
' . (m) — | 
bei Po: 0% r fürri=— (+1) 
(A) j | 
ä | 
bei p,: om) = rn yes fr lva+ı für A u — 0 
0 für A <0O. 
In der analogen Entwicklung 
m 1 — 
(10' )) pr u er EN +12) .T bzw. 
- 1 
_ \) em (2) rn 


I), Wegen des Falles n = 2, wo sich bekannte Polynome einstellen, vgl. den letzten Paragraphen. 











u 
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ist also wieder 


n 


(11°) elnı(z) = iu, 


u -417 


und daher eine rationale Funktion (Polynom) in z. 


Man erkennt also: Die Eigenschaften der Polynomsysteme (11), (11), (11°) 
sind ein Ausfluß der Eigenschaften der Differentiale dv, von einer Variablen r. und 
diese wiederum eine Folge der Zusammenhänge zwischen den Differentialen dV von 
zwei Veränderlichen von r und u. Diese ergeben sich aber sehr naturgemäß in drei 
Gruppen: I. Zusammenhänge zwischen den dV selbst; Il. zwischen den dV und ihren 


Ableitungen nach u; III. zwischen den dV und ihren Ableitungen nach z. 


$& 3. Zusammenhänge zwischen den Differentialen. 


IN 
h 
m 


Zwischen den Diflferentialen von 2 Variablen dVY". dV". dv” (m E 
bestehen folgende Relationen: 


(12) 1°: fı -aV” = fit,2) -dV” 

(13) av” = ".dav”, E76 
woraus für die Differentiale von einer Variablen folgt: 

(14) ndv), 1 —nzdiW = dit), — nzdi), + in I)di, 

(15) 1: m=1: dl — dN), — nedvn, + (an -I)du 

(16) n>i4: ii ent tra 1, 


d.h. aber 
Satz 1: Die dı“ gehören sowohl dem Modul!) Midi”), als den Moduln Wide”) 


. i R . . ” vo) (0 (0) 
Im =1,2,...]| an, im ersteren Fall unter Hinzufügung von dv_,. dv 2 dar 


Von rechts nach links gelesen liefern dieselben Gleichungen 
Satz 2: Unter Hinzunahme des Moduls Midv) lassen sich die d#% durch die 


n-gliedrige Basıs (di ..... de) darstellen, analog die dv, die dv” (m >1) 
durch die mn-gliedrige Basis N 
Für die Residuen folgt weiter an den Stellen t;: 
(17) it nat + — 1 
(18) 1°: 0-4} ; —.n3t; Grie- 1)" t; 
(19) A7 A EEEE Oo S : 2 0 
und an den Stellen p, bzw. p,: 
(20) = — nzei) +(n — 1)!’ 
(21) Be, + a 
(22) nn + a 


Demnach gilt — wie schon aus der algebraischen Gleichung (3) klar ist — 
Satz 3: Die t; bilden einen Modul mit endlicher, n-gliedriger Basis (1'. 15°... ..1;") 
oder eine Klasse K”, ebenso die t;t, eine Klasse K, die 0, eine Klasse K'” 
mit (zunächst) mn-gliedriger Basis. 
Die €, ec, e® können aus den vorstehenden Differenzengleichungen mit Hilfe der sıch 


9 


aus (10°), (10%), (10°) ergebenden Anfangswerte leicht berechnet werden ?). 


2. 


') Die Elemente des Moduls sind Differentiale, die Koeffizienten ganze rationale Funktionen von z. 
*) Wir verzichten darauf, das Ergebnis, das analog zu Satz 3 ist, zu formulieren. 
Journal für Mathematik. Bd. 159 Heft 2 10 
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Eine zweite Gruppe von Tatsachen ergibt sich aus folgendem Zusammenhang: 


(23) 1°: av" = f.-FTav®, -4,2,..., 
der für die Differentiale von einer Variablen folgendes liefert: 

(24) 1%: R=1: di — ndul) —.nzd 

(25) == 2: nd +: — nn — 1)zdv” 
d.h. aber 


Satz 4: Die Differentiale dü“” gehören allen Moduln M(dv'”) [m=1,2,...] an. 
Schreibt man die Gleichungen (24), (25) für die Residuen bei t, an, so folgt in 
Verbindung mit Satz 3 
Satz 4*: Die Klasse K” ist in allen höheren K, K®,... enthalten. 


Aus den Residuen bei p, bzw. p, erhält man schließlich den expliziten Ausdruck der 


Polynome &%’ durch die e®’, die e®, usw. 


Aus dem Zusammenhang 
(26) av” = j.dv"”, m=1,2,... 
(27) 2 Fu f? ; dy"+? 


folgt schließlich 
1. die Darstellung von dv” durch die Moduln M(dv”*'), Midv”*?), usw. z.B. 


(28) 4": a = de — nzdui + (In 1)”; 
2. der Satz 5: Die Klasse K” ist in allen höheren K""", K""*),... enthalten: 


(m+1) (m+2) 
.# 4 


3. der Ausdruck der Polynome e\” durch die e . USW. 


S 4. Die endgültigen Basissätze. 


Zwischen den Differentialen von 2 Veränderlichen dV und ihrer Ableitung nach 
dem Parameter u bestehen folgende sofort verifizierbare Identitäten: 


1 1 ) u e 

(29) a): d (7 2) = — f(r)- pm dvd _mj,-dve+V 
II 

(30) b): .. = dVv® —_mf,:dve+m. 


Hierbei steht links ein ‚vollständiges Differential‘ in r, indem wir allgemein unter 


o® 
d® nichts anderes als —— dr verstehen; das Residuum eines solchen ist an jeder 


Ort 
Stelle gleich Null. Aus der Identität Ila leiten wir in diesem Paragraphen die end- 
gültigen Basissätze für die Moduln der Differentiale dv” ab. Es ist zu bedenken, 


a FD ER 
daß der Koeffizient von u-?-1 in der Entwicklung von „— dV'”: 


ou 
(31) Save =eignä-Adum,, A=0, 41, 42... is 
Für die döX' hat man schon den Satz, daß sie modulo di” durch die n-gliedrige 
Basis (dö),..., dö')), linear-homogen mit ganzen rationalen Koeffizienten in : dar- 


stellbar sind, analog die dv“ wie aus Ila für m = 0 von neuem folgen würde. 


Für m Z1 folgt aber: 





u vr. A ao 


ti 
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32) ale ni) = a faul”, -nzaulet + ar) 


a— 


+1 +1 «mW | 
= mn{dvy., —zdv" \ oder mit Ersetzung von m + 1 durch m 


—(iA—m +1)nzdv'” +(n —1)Advi”, m a( rt). 


jm 1 


(33)2a (A—(m—1n)dı!, 


1 


Legt man also dv_ı, dv_a,..., dv_„ fest, so lassen sich nach der vorstehenden Re- 
kursionsformel alle übrigen dv, dadurch linear-homogen mit ganzen rationalen Koeffi- 
zienten in z darstellen unter Hinzufügung eines vollständigen rationalen Diflerentials; 
eine Ausnahme tritt ein für den Index A= (m —A)n oder das Differential dvym ı: 
dieses ist aber — unter Hinzunahme von dv, —- gerade nach der alten Rekursions- 
formel (16) durch dıe übrigen dv, linear-homogen darstellbar. Also hat man den 

Satz 6 (Basissatz = Reduktionssatz für die Differentiale): 

Sämtliche Differentiale des Moduls 


Midi), Midi”), m > 1 
lassen sich reduzieren auf die n ersten (für die Werte A = —1, —2,...,—n) plus 
dv), und ein vollständiges Difjerential'). 


Für die Residuen an den Stellen t, folgt darum 
Satz 6* (Satz von der Klassenbasis): 


Die Klassen K, K”(m>1) haben je eine endliche und zwar n-gliedrige Basis. 
Die Residuen an den Stellen p, bzw. p_ geben das entsprechende Resultat (Satz 6**) 
für die Polynome &P), em) (m > 1), dessen Formulierung wir dem Leser überlassen. 


& 5. Die Umkehrsätze. 
In $ 3 wurde gezeigt, wie sich 
die di” durch die dv‘! 
dv”  - ...: m =1,2,3.... 


ausdrücken lassen; daß auch das Umgekehrte der Fall ist, folgt aus den Identitäten 
IIb; den ersten Fall, dv durch die d#‘P, behandeln wir vorweg besonders. 
Die Gleichung 


- (1 
(24) 5. dl = ndv -nzdv, ,; 


Arn—]1 
stellt eine 2-Indizes-Formel dar, worin der Index den ‚‚großen‘ Sprung von JaufA+n —1 
macht; dieser „großen Sprungformel‘“ 5“ stellen wir eine „kleine“ an die Seite, die aus 
(24) durch Verknüpfung mit (15) sofort folgt: 


(34) 59: a; —= (n —A)nzd ru —n(n — dv, u. nd); 


hier macht der Index nur den ‚„‚kleinen‘‘ Sprung von A —- { auf 4. Durch Kombination 
von (24) und (34) ist nun das gewünschte Resultat wie folgt zu erhalten: 
Wir addieren die aus (34) folgenden Gleichungen: 


En au ve uud 1  __ rue _ 
(n —i)nz!dv,_ —n(n —1)zdv, +nz’dv, zdv,,, = 0 


Br u EU Br FELBTE IE ER: EEE EEE EEE a Er IE ER 


(n — Anz"! dv) BEE VE 1)" di? : a," e re .„=o0 
Rn an NED LO La, 2. 
+Hnld) Hz. + + rn = 
” Man beachte, daß die du‘? mit Ausnahme des Index Ä= — 1 sämtlich vollständige Differen- 


tiale sind. 
10* 
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Durch Elimination von dvÜ) aus der mit 3 multiplizierten vorstehenden und der mit 
n — 4 multiplizierten Gleichung (24) ergibt sich: 


Yr TA0. _n (1) er i x(0) >» A;(0) „n—1 1x(0) 
(35) U1°: n(n — A)(z" - 1)dv,,._, = — (n — 1)dü; + zdv,,, Zr dö, En. 
ii J m u 1... „n—2 ‚(0) 


Satz 7 (1. Umkehrsatz): 

Die mit 2" —1 multiplizierten Differentiale dv 
rationalen Koeffizienten in z durch die dv‘ darstellbar plus einem vollständigen Diffe- 
rential in r und dv). 

Für die Residuen bei t,; besteht 

Satz 7*: Es ist nicht nur Klasse K” in K“’, sondern auch Klasse K' in K 
enthalten, wobei bei der letzteren Darstellung die Koeffizienten rational zu z mit dem 
Nenner z* —1 wird. 

Entsprechend Satz 7** für die Polynome. 
Um zu zeigen, daß und wie sich die dv(”+D durch die dv® ausdrücken, ziehen 
wir jetzt die Identität IIb heran. Der Koeffizient von uw! liefert: 


® sind linear-homogen mit ganzen 


er 1 
d e r) = Adv — mf, du oder 
(36) 2b: 
| dv”. = mndı") _mnzdi”” ıd ( 2) 
au a TE ® T). 


Aus dieser und der früheren Formel (28): 
1 1 
av, =d DR Da nzdu"* ae 1)dwi”*” 


-1 
welche je 3 Indizes enthalten, erhalten wir durch Elimination von dv;;„_ı einmal die 
„kleine 2-Indizes-Sprungformel“: 


(37) 5 = mn(n—A)zdv”  — mn(n — du", — (A — mn)du”, +d (; x) = N 


und durch Elimination von dv; die „große 2-Indizes-Sprungformel“: 


(38) SS" = min —1) BT u — 1)dv"” — (A — m) dv” +d ( r) =0. 


A+n—1 


Die Kombination 


Y m) LM... m) _ m) 
(5: ) S, + 211 Ex uni ” n S, _— 0 


liefert, ausführlich geschrieben, bereits die gesuchte Umkehrung: 


(40) UA”: mnin--A)(z" — den, u 1) Ad”, 


1 
n 1 n 1 
Ze | “ 1 1 
E 3 Pd (A—mn h)sdv”, ‚rea— Dal ?) ur hd (> d+R),. 


Satz 8 (Umkehrsatz der Stufe m): 
Die mit 2" -— 1 multiplizierten Differentiale dv"+V sind linear-homogen mit ganzen 
rationalen Koeffizienten in z durch die dv'® darstellbar plus einem vollständigen 
Differential ın r. 


- 


Für die Residuen bei t; kommt in Verbindung mit Satz 7 


Satz 8%: Die Klassen K"” und K"”*", und daher auch K”,. K”. K®.... sind sämt- 
lich identisch. 
Die Betrachtung der Resıduen bei p, bzw. p_ liefert den Satz 8 entsprechen- 


den Satz 8** für die Polynome &”(z 


2) und e{"*”(z), 


an 
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$ 6. Die Ermittlung der Residuen. 


Die Quelle für die Betrachtungen dieser und der nächsten Paragraphen ist fol- 
gender, direkt zu verifizierender Zusammenhang zwischen den Differentialen dV und 
ihrer Ableitung nach dem Modul =: 


0 5 (1) Ö u) FOR. 
(41) rn 37 dV” = n (dV "un dl ) _ nd(, a „) 
(42) 3 dv” = mnrav"+”. RL; :: 


Die erste Gleichung ist etwas komplizierter gebaut und enthält auch die partielle 
Ableitung nach u!). 

Wir entwickeln wiederum beide Seiten von (41) und (42) nach Potenzen von u 
und erhalten daraus für dıe Diflerentiale von einer Veränderlichen folgendes: 


Mo E28 
(43) Ep di, = nAdv.” — nd (F es; 
3: = 
Ö n-; 
(44) = dv” = mnde. m=1,2.. 
02 er. 


Für die Residuen kommt weiter: 


d 
Bi: 2 al) 
(45) 7 K=nkol 
(46) . om) — mn olm+) 
dz "4 \; 
und schließlich 
d .(o) 
-(0) ,_ . (1)... 
(47) FeRZ (2) = nÄe, (2) 
d 
N (m) ,.\ __ (m-+-1),_ 
(48) PrRZ (2) =mne,., (2). 


Damit sind die — uns zunächst unbekannten — Residuen ermittelt, wenn man die Glei- 
chungen (45), (46) von rechts nach links liest und die von früher bekannte Gleichung 9 


hınzunimmt. Wir können sagen 
Satz 9*: Die 0%) sind gleich den Potenzen t; der Zweige der algebraischen Funk- 
ton t —t(z); die o\) gleich konst. mal der ersten Ableitung dieser r bzw. von Iat, für 
, = 0; die o@) gleich konst. mal der zweiten Ableitung der U bzw. von Igt, für 


A=1; usf. 


S 7. Die Ableitungen nach dem Parameter =. 


Verknüpft man die Identitäten III mit den vorhergehenden, I. Ila. II b, so er- 
hält man daraus Beziehungen entweder zwischen den dv und ihren Ableitungen nach 
s („gemischte‘‘ Formeln) oder zwischen den letzteren allein (..kleine‘‘ Formeln). Wir 
begnügen uns mit den folgenden, die uns in diesem und im nächsten Paragraphen ein 
wichtiges Resultat auszusprechen erlauben werden. Die dö“” sind dabei wieder vor- 
weg zu erledigen. 


'; Die erste Klammer kann auch in der Form rd (1) geschrieben werden. 








78 König, Über Polynomsysteme, die aus der hypozykloidischen Abbildung entspringen TI. 


Die Verknüpfung von III mit I oder genauer von Formel (43) mit (24) liefert 
einen Ausdruck der 


dö‘ durch die a dö“ und dv” + vollst. Differential. 


Wichtiger ist für uns die Umkehrung, die aus (35) und (43) entsteht, wenn man in der 
ersteren Formel den Index A-+n —1 durch 4 ersetzt: 


(n — 1) (z" 1) 
Ä A tl- (n Nint ee area] 
(49) nz [dv + zdv® 1... „n 2 u? } 
 FOLFI-R-1) 2-—(n-2) ı] 


- (n — 1) (z* —1 Lle=; 1). 


Sıe lehrt Satz 10, der nur so fixiert werden möge: 


(2* - 2 di” >M(dö”) + dv + vollst. Differential. 
Für die Residuen bei t; wird bedeutend einfacher: 
(50) (a — 1Me* — A) nn; = il (n Ni, get, er ML... 17] 


was Satz 10* gibt: 
Die Ableitung eines Elementes der Klasse K“” gehört wieder der Klasse an mit 


obiger Darstellung. 
Satz 10** liefert: 


(n — 1)(z' & (2) = A[— (n — 1)e +. + +. 


i—-(n -1) 


Noch vor Gewinnung der Umrechnung in $ 5 hatten wir die beiden „Sprungformeln“ 


(24) = $” und (34) = 5°”, die sich jetzt in analoge (24*) und (34*) für die dö‘” und 


O ’ ) ch 
- dv‘ umsetzen; wir geben sie gleich für die Residuen bei t; an: 


m 


(24**) AA --n—A)i= ge "—-(A-+n—1) ;; 7 
(34**) AA --I)% = (n—1)\(i —1)z m — (n-—-1)A # E* 
’ Fehl i dz ’ 


Mit ıhrer Hilfe gelingt im nächsten Paragraphen die Aufstellung der Differential- 
gleichung n-ter Ordnung für die t%. 
Nun zum allgemeinen Fall für beliebiges m =1,2,...! Die Verknüpfung von 
III mit I liefert (44, 28): 
BO O , (m 
-n22- di” + (n —1) pr dv.” 


(51) mn dv” — 4 dv”) = 


02 Vin % 
diejenige von III mit UT: 
(52) (n —1)(z Br dv” 


vn; = rechte Seite von (40) 


— M(dv'”) + vollst. Differential, 


was für die Residuen Satz 11* liefert: 


Die Ableitungen der Elemente der Klasse K"” gehören wieder zur Klasse. 
Unter Übergehung von IIa liefert die Verknüpfung von III mit IIb bezw. (44) und (36) 


d 
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die „gemischte“ große 2-Indizes-Sprungformel: 
‘ m)* m Ö m 15) m 1 2 
(53) 2: Adv, . =. An. 2 dv”, +d (7 r), 
diejenige von (44) mit (37) eine „gemischte‘ kleine 2-Indizes-Sprungformel: 
Ö m 0) m m 1 
(54) om: (In — 1)25, dv, Ä — (n—I1) 57 din — (1 — mn)dv” 4 +d (m r) — () 
und schließlich diejenige von (44) mit (38) eine „gemischte“ 3-Indizes-Sprungformel: 


Ö (m) Ö (m) m 1 fi 
dv -—- (n — 1) — dv —n(A— m) dv! + nd; r) =. 


Oz In oz 42 


5) 29: (n—i1) 


Ss. Die Differentialgleichung. 


Mit Hilfe der letzteren Gleichungen läßt sich für m => 1 folgender Satz 12 beweisen: 
Zwischen dv” und den n ersten Ableitungen nach dem Parameter z besteht eine 
lineare, inhomogene Relation: 


(m 

(56) A, Ze + Ay a. 

die A” [x =0,1,..., n] sind Polynome in z und dem Parameter ) mit ganz- 

zahligen Koeffizienten, und zwar höchstens vom Grad n — x in A und vom Grad x in z; 

speziell ist An = (n — 1)" (2" —1). d® auf der rechten Seite ist ein vollständiges 
Differential in t, welches den Parameter z rational enthält. 

Hieraus ergibt sich für die Residuen bei t,, die 0,” der 
Satz 12*: Die n Residuen von dv, an der Gruppe der Nullstellen von 


ftT,2)=r — n:ıt+n—A1 


AU + + A u = A; 


genügen einer linearen homogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung vom Fuchs- 


schen Typus: 


(56*) AT LAN + + AN y=0; 
die singulären Stellen liegen bei 2" =1 und bei s= w. Entsprechend den ganz- 
zahligen Werten von A =0, +1, +2,... hat man ein abzählbar unendliches 


System von Lösungen dieser Gleichung. 


Satz 12**: Die Gleichung hat ein abzählbar unendliches System von Polynom- 
lösungen e‘"’(z), welche als die zu den ganzzahligen Parameterwerten A gehörigen 
Eigenfunktionen angesprochen werden können, wenn man an den singulären Stellen 
Unverzweigtheit der Lösungen fordert‘). 

Der Beweis für (56) ergibt sich aus der wirklichen Konstruktion. Die große Sprung- 


iormel (53) oder ?) 


5 dd... 2 5 dv, , +Adv,  —-d („ r) 
liefert, (n — 1)-mal differenziert, 
ö" ö" er ” ar 
5 + At N 5 li n ri). 


t) Diese Polynome können übrigens teilweise identisch verschwinden, wie das z.B. für O<i<mn— 2 


der Fall ist. 
?) Der Einfachheit halber wird der obere Index m fortgelassen. 
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Vermöge der kleinen Sprungformel (54) oder 


9) Ü u er. 
(rn 1) —- au, = (in — 1)2,, dv, + (mn — A —1)dv, 45 T ) 


02 


können die Indizes auf der rechten Seite der mit (n— 1) [h=1,2,...,n —1] 
multiplizierten Gleichung (57) je um eins hinaufgeschoben werden bis auf den Index 


’ 0 Fr ö" 

),-+n-—-2. Beim (n — 1)-ten Schritt wird der erste Term rechts (n — 1)" z" 35 Bin, 
so daß dieser mit der linken Seite vereint, den Koeffizienten A„ = (n — 1)" (z" — 1) 
der höchsten (n-ten) Ableitung ergibt. Beachtet man ferner, daß auf der rechten Seite 


der kleinen Sprungformel — in symbolischer Bezeichnung — 


(5) +1) 


vorkommt, so beweist man sofort durch vollständige Induktion, daß beim A-ten Schritt 
auf der rechten Seite der großen Sprungformel nur folgende Kombinationen auftreten 
können: 


„A+1 (=) + (Mit.. (5) zer SER 3) ”_ er a. IC 


Die große Sprungformel selbst enthält für A = 0 die Kombination: (2) +4 #2 F : 
für A=n—-1 erhält man die Aussage über die A, ın Satz 12. 

Die Herleitung der analogen Tatsachen für die dö{” sowie die Aufstellung der 
Diflerentialgleichung für die 7 welche nach den in $ 7 entwickelten Formeln erfolgen 
kann, überlassen wir dem Leser. 


S9. Der Faln=2. 
Dieser Fall verdient eine besondere Beachtung. Es wird hier 


. 5 wi 1/1 
(58) 3 = D) (- +), Ü = )) p“ +?) 
und damit 
(59) fit,z2)zer —2zr +1, also 
(60) u, 
t, 


Die zu (58) gehörende Riemannsche Fläche geht durch die Substitution it in sich 


I 


selbst über. 

Des weiteren läßt sich hier mit Vorteil neben der z- und t-Ebene noch eine dritte 
p-Ebene durch die Abbildung 

(61) = &W 
einführen, wodurch z = cos @ wird. 

Die aus den do“ und dv!) als Residuen entstehenden Polynome sind hier benannt; 
es sind die sog. (reellen) T'schebyscheffschen Polynome T7,(z) und die damit zusammen- 
hängenden U,(z)!). Sie entspringen auf folgende Weise ?): 


!) Vergl. etwa @. Polya und @. Szegö, Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis Il, Berlin 1925. 
Ss. TöfH. 

®) $. R. König u. M. Krafft, Über Reihenentwicklung analytischer Funktionen, Journal f. d. reine 
u ang. Mathematik, Bd. 154 (1925), S. 154—173. 
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Entwickelt man 
4 
dt = E”’(z. E)d£ 


m) - 


in der Umgebung von ö& = & nach der (allgemeinen) Ortsuniformisierenden r, so wird 


(62) Eu. 5 .slund_ JE. FE 
2 — [dr wii +7) 2 7% rt fir,2) 
u 17 Zu 
1 FR | 
np ai (2)? wobeı 
0 
69 30) en 1 iR ei 
\ 9) —(v+1) \9 7 7 ger 1 gr = .2c0S (0 )p = 21,4, 


R ° . . -(0 er s 6 R 
Hiermit erscheinen die € auch als .‚Eiementarfunktionen von =“. die zu der allee- 
meinen zu 2 = & gehörenden Ortsuniformisierenden t gehören. 


Entwickelt man analog 


do 
— =dF) _(£,2) 


> uf 


in der Umgebung von 3 = ® nach der Ortsuniformisierenden t, so wird 


. 


ds E . ee ae 

(64) u die =2t:- Yet Ae)dt-P, wobei 
> . fit, GC) urn (+1) 
1 d 1 1 | d 
65) ee (z)= — ’ ee = — gr G 
(065) e_ 7,2) Ur I) de \eri 11) gest 1)g 
E auch ne - —_Ulz)2) 
sın 


Hiermit erscheinen die 2. „(Sal auch als ..Elementardifferentiale‘‘ von £, die zu der 
zu ©= © gehörenden Ortsuniformisierenden r gehören. 

Damit ıst die tiefere Bedeutung der 7, und U, aufgeklärt und zugleich erkannt. 
daß sie nur die beiden ersten Glieder in einer Serie von analogen Polynomsystemen 
bilden. Die besondern Eigenschaften, die sie vor den allgemeinen & und e) — für 
beliebiges n — aufweisen, beruhen auf den zu Beginn des Paragraphen erwähnten beiden 
speziellen Umständen. 

Weiterhin haben M. Krafft und der Verfasser in der oben genannten Arbeit das 
Problem der Entwicklung einer analytischen Funktion bzw. eines Difjerentials nach den 
„Elementarfunktionen‘“‘ bzw. .‚Elementardifferentialen‘' erledigt, worunter sich die obigen 


als Spezialfälle subsumieren ?). 


Schlußbemerkung. 


In einer folgenden Abhandlung will ich die Polynomsysteme bzw. die Diflerentiale 
studieren, welche aus hervorgehen; als einfachste Fälle gehören hierunter für n = 2 
die Legendreschen Polynome und für n = 3 gewisse von Pincherle ®) betrachtete Polynome 


Münster, 31. Januar 1927. 


!) s, oben. 
?) Vgl. auch @. Faber, Über Reihenentwicklung analytischer Funktionen, Diss. Leipzig 1903, S. 60. 
®) $. Pincherle, Una nuova estensione delle funzioni sferiche. Memorie della R. Accademia della 
Scienze dell’ Istituto di Bologna, Serie V. T.l.. S. 337—369. 
Journal für Mathematik. Bd. 159. Heft 2. 11 








Biegungen punktierter Eiflächen. 


Von Acel Schur ın Bonn. 


Nachdem das Problem der Starrheit einer Eifläche als Ganzes durch die Unter- 
suchungen von Liebmann !), Minkowski ?), Blaschke?) und Weyl?) zu einem gewissen 
Abschluß gelangt war, trat die Frage hervor, ein wie großes Stück einer Eifläche 
verbiegbar sei. Hier hat auch Herr Liebmann das erste positive Resultat erreicht, 
indem er zeigte, daß die punktierte Kugel bereits stetige Biegungen gestattet, und diese 
explizit angab °). Zugleich wird dort die Vermutung ausgesprochen, daß ein entsprechen- 
der Satz für beliebige Eiflächen gelte. Kürzlich ist durch Herrn Aembs ®) nachgewiesen 
worden, daß auch das punktierte verlängerte Rotationsellipsoid verbiegbar ist, indem 
er sich auf einen Satz von Guichard stützte, der jeder Biegungsfläche der Kugel eine 
Biegungsfläche des verlängerten Rotationsellipsoids zuordnet. 

In der vorliegenden Arbeit wird nun eine Ausdehnung des Liebmannschen Satzes 
auf weitere Klassen von anaiytischen Eiflächen — geschlossenen konvexen analytischen 
Flächen — gegeben. Zunächst wird im Anschluß an die ZLiebmannsche Untersuchung 
gezeigt, daß die Frage nach den Biegungen einer punktierten Eifläche identisch ist mit 
der Frage nach solchen konjugierten Netzen, die 

1. die Fläche vollständig und bis auf einen Punkt regulär überdecken, 

2. bei einer Biegung eines Stückes der Eifläche sich als konjugierte Netze erhalten. 

Diese Biegung kann dann soweit fortgesetzt werden, als das Netz regulär auf der 
Eifläche liegt und die Bedingungen für die Biegungslinien — gemeinsames konjugiertes 
System einer Flächenbiegung — erfüllt sind ($$ 1 und 2). 

In $ 3 werden Netze mit den angegebenen topologischen und metrischen Eigen- 
schaften auf Eiflächen konstruiert, denen dann Biegungen der punktierten Eifläche 
entsprechen. Die Netze bestehen aus ebenen Kurven, die durch zweı Büschel ausge- 
schnitten werden, deren Träger zwei konjugierte Flächentangenten sınd. Sie vermitteln 
eine Biegung der im Berührungspunkt der beiden Tangenten punktierten Fläche. Durch 
diese Untersuchung ist die Verbiegbarkeit des ın einem beliebigen Punkte punktierten 
Ellipsoids sichergestellt, da für dieses die ebenen Schnitte durch irgend zwei konjugierte 
Tangenten stets ein konjugiertes Netz auf der Fläche bilden. Auf einer allgemeineren 
Eifläche werden sich jedoch nicht in jedem Punkte Paare konjugierter Tangenten finden 


!) H. Liebmann, Göttinger Nachrichten 1899, Mathematische Annalen 53 und 54, Jahresbericht 
der D. M.-V. Bd. 12. 

?) H. Minkowski, Werke Il, S. 128f., 270f. oder R. C. Paris 132, S. 21—24. 

3) W. Blaschke, Göttinger Nachrichten 1912, Mathematische Zeitschrift 9. 

*) H. Weyl, Züricher Vierteljahrschrift Bd. 61, Berliner Berichte 1917. 

°) H. Liebmann, Münchener Berichte 1919. 

») E. Rembs. Heidelberger Berichte 1927. 


u 





A.Schur, Biegungen punktierter Eiflächen. 83° 


lassen so, daß die Ebenen durch diese aus der Fläche ein konjugiertes Netz ausschneiden. 
Es ist also durch unseren Ansatz der Liebmannsche Satz noch nicht in voller Allgemein- 
heit bewiesen °). 

Schließlich wırd ın $ A eine einfache Konstruktion aller Eiflächen, die ein derartiges 
Netz tragen, aus dem Ellıpsoid abgeleitet, die zugleich eine Übersicht über die Mannig- 
faltigkeit dieser Flächen gestattet. 


S Il. Liebmanns Lösung des Problems für die Kugel. 

Die Frage, welches das größte Gebiet einer Eifläche ist, welches noch eine nicht- 
triviale längentreue Abbildung gestattet, hat Herr Liebmann 1919 für die Kugel dadurch 
gelöst, daß er eine einparametrige Schar von Flächen konstanter positiver Krümmung 
konstruierte, die als Grenzfall dıe punktierte Kugel enthielt. Er benutzte für diesen 
/weck die Enneperschen Flächen vom zyklischen Typus, welche eine Schar ebener und 
eine Schar sphärischer Krümmungslinien haben. Diese lassen sich in einparametrige 
Scharen ordnen derart, daß die Krümmungslinien auf allen Scharflächen einander ent- 
sprechen, und ın jeder dieser Scharen ist als Grenzfall die Kugel enthalten für unendlich 
große Werte des Scharparameters. Dabei geht das Netz der Krümmungslinien in das 
orthogonale Kreisnetz auf der Kugel über, welches durch zwei Ebenenbüschel ausge- 
schnitten wird, deren Achsen zueinander senkrechte Tangenten in einem Kugelpunkt 
sind. Dies Netz liegt aber auf der ganzen Kugel regulär bis auf den Kreuzungspunkt 
der Büschelachsen. Es wırd also die ganze Kugel bis auf diesen einen Punkt auf die 
Enneperschen Flächen vom zyklischen Typus abgebildet. und diese stellen eine stetige 
Schar von Biegungsflächen der punktierten Kugel dar, für die, wie es für stetige Bie- 
gungen der Kugel wegen der Winkeltreue der Abbildung selbstverständlich ist, das Netz 
der Krümmungslinien gemeinsames konjugiertes Netz ist. Man sieht also, daß bereits 
die punktierte Kugel sogar stetige Biegungen gestattet. während die Vollkugel ja starr ist. 

Von den oben angegebenen Eigenschaften des Netzes auf der Kugel kann man sich 
leicht analytısch überzeugen, wenn man die Liebmannsche Darstellung etwas modifiziert. 
Herr Liehmann findet für die Kugel die Darstellung: 


A) 2acos? u cos? v 2acos? u cos vsın ® 2a cos usıin u cos? ı 
cos? u + cos? v sın? u J cos? u + cos?vsin®?u cos u + cos’vsın? u 
woraus man sofort: 
. 2a later 2ateu 
(2) = ' 5) 9,.,* Y — > > . > B) b) 
1 +tg?u +teg?v 1 +-tgu-+tgı: 1 +tg?u + te?r 


erhält. Hier ist die geometrische Deutung ohne weiteres gegeben. Aus: 


? Z 
Eu tgv, te u 


(3) 
Hu T 


ergibt sich, daß die Kurven v = const. in Ebenen durch die z-Achse, die Kurven u = const. 
ın Ebenen durch die y-Achse liegen. Der Anfangspunkt liegt selbst auf der Fläche und 


ia 7 . 7 e. Ih 
wird für u = und beliebige v oder v = ‘, und beliebige u erreicht. Durch ihn gehen 


also alle Netzkurven und durch jeden anderen Kugelpunkt nur eine Kurve jeder Schar. 
wıe man auch anschaulich sofort einsieht. Denn es geht ja durch jeden Punkt des Raumes 
genau eine Ebene jedes der beiden Büschel. Daß die Kugel im Anfangspunkt die Ebene 


‘) Während des Druckes der vorliegenden Arbeit sind zwei weitere Arbeiten erschienen, in denen 
der Beweis des Liebmannschen Satzes nach anderen Methoden vollständig erbracht wird: 
S. Cohn-Vossen. Göttinger Nachrichten 1927, S. 12öfl. W. Süß, Japanese Journal of Mathematics 
IV (1927), S. 203 ff. 
53” 
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x = ( zur Berührungsebene hat, also die y- und z-Achse Flächentangenten sınd, folgt 
unmittelbar aus der Gleichung, die man durch Elimination von u und v aus (1) oder 
(2) erhält: 

(4) + y +2 —2ar =(0. 

Diese Methode, mit der die Verbiegbarkeit der punktierten Kugel nachgewiesen 
ist, läßt sich nieht ohne weiteres auf beliebige Eiflächen übertragen, da es im allgemeinen 
nicht möglich sein wird, von einer beliebigen Eifläche Biegungsflächen explizit anzugeben. 
Jedoch enthält sie wesentliche Fingerzeige für einen Weg, der es gestattet, das Lieb- 
mannsche Ergebnis auf weite Klassen von Eiflächen auszudehnen. Man kann sie ja, wie 
wir schon kurz austührten, so deuten, daß man auf der Kugel ein Netz konjugierter 
Kurven aufsucht, welches die beiden Eigenschaften hat: 1. die ganze Kugel zu bedecken 
und zwar bis auf einen Punkt regulär; 2. gemeinsames konjugiertes Netz einer infinitesi- 
malen Biegung der im singulären Punkt punktierten Kugel zu sein. Entsprechend würde 
man dann auf einer allgemeinen analytischen Eifläche konjugierte Netze aufzusuchen 
haben, die dieselben beiden Eigenschaften bezüglich dieser haben, und die Bestimmung 
dieser Netze ist völlig äquivalent mit der Frage der infinitesimalen Biegung der punk- 
tierten Eifläche, da zu jedem Netz eine Biegungsfläche und umgekehrt gehört, wie wir 
ıı folgenden Paragraphen sehen werden. 

Es ıst nun in der Tat sehr leicht, konjugierte Netze auf beliebigen Eiflächen anzu- 
eben, die der topologischen Forderung 1. genügen. Wählt man als die eine Schar die 
Schnitte der Ebenen durch eine Flächentangente, so besteht nach einem bekannten 
Satze von Böcklen und Koenigs die Schar der konjugierten Kurven aus den Hüllkurven 
der der Fläche aus den Punkten der Tangente umschriebenen Kegel. Ist nun die be- 
trachtete Fläche eine Eifläche, so bedeckt jedes derartig gebildete Netz die Fläche 
regulär bis auf den Berührungspunkt der Flächentangente, durch den alle Netzkurven 
hindurchgehen. Zunächst geht durch jeden von diesem Punkt verschiedenen Flächen- 
punkt eine und nur eine der ebenen Kurven hindurch. Ebenso geht aber auch nur eine 
der konischen Kurven durch ihn hindurch. Wegen des konvexen Charakters der Fläche 
verläuft ja die Tangente, welche zugleich Achse des Ebenenbüschels und Spitzenort 
der Hüllkegel ist, und die wir kurz Netzachse nennen wollen, ganz außerhalb der Fläche 
und ıst Tangente an alle ebenen Netzkurven. Da diese ebenen Kurven selbst Eilinien 
sind, so verlaufen ihre Tangenten ganz außerhalb der Kurve, und durch jeden Punkt 
einer Tangente, also insbesondere der Netzachse, geht nur eine weitere Tangente an 
die Kurve. Daraus folgt zunächst, daß jede konische Kurve jede ebene Kurve einmal 
und nur einmal trifft, nämlich in dem Punkte, wo die Tangente aus der zugehörigen 
Spitze auf der Netzachse die ebene Kurve berührt. Es kann aber auch durch keinen 
Punkt der Fläche mehr als eine konische Kurve des Netzes gehen, denn sonst müßte die 
ebene Netzkurve, welche durch den Punkt geht, dort mehr als eine Tangente haben, 
was wegen des konvexen Charakters dieser Kurve ausgeschlossen ist. Es geht also 
durch jeden vom Berührungspunkt der Netzachse verschiedenen Punkt der Eifläche 
eine und nur eine Kurve jeder Schar, und das Netz liegt auf der ganzen Fläche regulär 
bıs auf diesen einen Punkt. Wir wollen den sıngulären Punkt des Netzes das Zentrum 
und das Netz selbst ein Zentralnetz nennen. 

Die Zentralnetze liefern uns also für jeden Punkt einer Eifläche 00! konjugierte 
Netze von dem verlangten topologischen Charakter. Unter diesen müssen wir nun 
diejenigen aufsuchen, die der metrischen Bedingung 2. genügen. Man findet als solche, 
wie wir im $ 3 erkennen werden, diejenigen Zentralnetze, deren beide Scharen aus ebenen 
Kurven bestehen, die durch Büschel ausgeschnitten werden, deren Achsen konjugierte 
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Tangenten im Zentrum sind, genau wie das bei den Netzen auf der Kugel der Fall war. 
von denen unsere Untersuchung ausging. Auf der Kugel und dem Ellipsoid hat jedes 
Zentralnetz diesen Charakter. Wie es sich hingegen mit allgemeinen Eiflächen verhält. 
ob diese in jedem Punkte wenigstens ein derartiges Zentralnetz zulassen, oder ob es 
auf jeder Eifläche auch nur Punkte gibt, in denen ein spezielles Zentralnetz eingeführt 
werden kann, wird später noch zu untersuchen sein. Zunächst müssen wir uns noch 
einmal den Zusammenhang klar machen, der zwischen einer infinitesimalen Flächen- 
biegung und dem gemeinsamen konjugierten Netz oder Netz der Biegungslinien besteht. 
und die Bedingungen dafür aufsuchen, daß ein gegebenes konjugiertes Netz Bierungs- 
linien darstellt. 


S 2. Infinitesimale Biegungen und Biegungslinien. 


Wenn wir nun zur analytischen Fassung unseres Problems übergehen, so werden 
wir zunächst die Darstellung der Biegungen eines positiv gekrümmten Flächenstückes. 
das wir ja stets als Teil einer Eifläche auffassen können. durch ihre Biegungslinien suchen 
müssen. 

Betrachten wir einen Teilbereich einer Eifläche, der eine Biegung zuläßt. so können 
wir in ihm stets ein reelles Netz von Biegungslinien bestimmen. Wir können ja wegen 
der Existenz der längentreuen Abbildung auf der Fläche r(a. £) und ihrer Bierungsfläche 
r.(a, ö) solehe Parameter a, 5 einführen, daß in Punkten, die denselben Parameter- 
werten entsprechen, entsprechende Linienelemente gleich lang sind. also die Beziehungen: 

(5) EL,\=E F=F, G=G 
gelten. Dann sind aber wegen der Biegungsinvarianz des positiven Krümmungs- 
maßes die Relationen: 

(6) L,NN,—- M?=LN - M:>0 
erfüllt, und die beiden quadratischen Formen: 

L da® + 2M dad? — \ dp? 

L,da® + 2M,dadß + N\,dP? 

sind positiv definit. Sie lassen sich also gleichzeitig reell auf die orthozonale Forı 
transformieren, d.h. wir können solche reellen Parameter x und r einführen. denen 
auf beiden Flächen ein reelles Netz von konjugierten Kurven entspricht ®\. Das Netz 
ist bestimmt durch die Jacobische Determinante der beiden Formen: 


(8) Lda+Mdö, Mda+N\Nd N 
L,da-+ M,dp, M,da + \,dd 

die in jedem Punkte des Gebietes zwei verschiedene Netzrichtungen festlegt. in dem 
nicht die Beziehungen: 

(9) BSiiN, = LE: HiN 
bestehen. Schließen wir derartige Punkte aus dem Gebiete rıa, 5) aus. so geht dure! 
jeden Punkt von x(a, ß) eine Tangente der einen und eine Tangente der anderen Schar. 
und das so bstimmte Richtungsfeld auf der Fläche wird sich in zwei Kurvenscharen 
ordnen lassen derart, daß durch jeden Punkt von ria. 5) eine Kurve jeder Schar hin- 
durchgeht. Wir können also das so bestimmte Netz als Netz der Parameterlinien für 
eine durchweg reguläre reelle Darstellung der Flächen r und rt, verwenden. 


(7) 


Führen wir nun dies Netz als Bezugsnetz ein. so zerlegt sich die Bedingung (# 
ın die beiden: 


“) Vergl. etwa Bianchi-Lukat. Vorlesungen über Differentialgeometrie, 2. Auflage (1910), x 30 
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(10) H=MH=0, 

(11) L,N,=[LN>0. 

Nachdem wir so eingesehen haben, daß zu jeder Biegung eines positiv gekrümmten 
Flächenstückes ein reelles Netz von Biegungslinien gehört, werden wir nun umgekehrt 
zu untersuchen haben, wie die Biegung durch die Biegungslinien bestimmt ist. Hier 
wollen wir uns auf den Fall der infinitesimalen Biegung beschränken, der einer etwas 
anderen Behandlung bedarf als der der endlichen Biegung. 


Bezeichnen wir nun mit L und N die Variationen von L und N beim Übergange 
von der Fläche r(u, v) zur infinitesimalen Biegungsfläche r,(u, v), so können wir /, 
und N, ın der Form: 

(12) L,=L+tel, N,=NH+eN 
darstellen. wo e eine beliebig kleine Größe ıst. Dann folgt aus (11) als Bedingung 
für das Verschwinden der ersten Variation der Krümmung: 


(13) LN+NL=0, 
so daß wir setzen können: 
(14) L=4AiL, N= AN, 
(15) I,=L(ii+e4, N,=Ni-—eA). 


/ur Bestimmung von 4 stehen uns nun die Codazzischen Gleichungen bezüglich 
des Linienelementes (5) zur Verfügung, denen sowohl Z und N als auch Z, und N, 
genügen müssen. Wir finden dann: 
(16) L.,=YylL—-YıuN N=YN—ybLl, 
17) in = Li + ei) -H Lei, = y,L(1 +eA) + yl, Nil — ei) 
Nu = Null + EA) — Neu = yi,N(l — ei) — yl,L(l1 + ER). 
Wit Rücksicht auf (16) erhalten wir aus (17): 


Pau L .- a 
18 FH EL Kal (pi: ON 
a % uN k 


7-27 =2(pR 7 


und hieraus als Integrabilitätsbedingung: 


(19) (Yi, - or (pi; 2 D- 


Die Formel (19) stellt nun die analytische Bedingung dar, der ein konjugiertes Netz 
genügen muß, damit es aus den Biegungslinien für eine infinitesimale Biegung besteht. 
Ist diese erfüllt, so ist A bis auf eine multiplikative Konstante bestimmt und die Bie- 
gungsfläche durch (15) eindeutig festgelegt, da wir die Unbestimmtheit auf die Größe & 
werfen können. 

Kennen wir also auf einem Teilgebiet einer Eifläche ein überall reguläres reelles 
konjugiertes Netz, für das die Fundamentalgrößen der Fläche durch die Beziehung (19) 
verbunden sind, so kennen wir die infinitesimale Biegungsfläche, welche zu diesem Netz 
als Biegungslinien gehört. Denn diese ist durch (5) und (15), nachdem wir dort den aus 
(18) folgenden Wert von 4 eingesetzt haben, bis auf ihre Lage im Raume bestimmt. 
können wir nun das Netz auf der Eifläche über das ursprüngliche Gebiet x(u, v) so 
lortsetzen, daß es weiter allen obigen Bedingungen genügt, so können wir für das ganze 
(Gebiet, in dem das möglich ist, ein Bildgebiet auf einer anderen Eifläche bestimmen, 
das aul das erste längentreu mit unendlich kleiner Formänderung bezogen ist. 
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Wenden wir diese Betrachtung auf die im ersten Paragraphen konstruierten 
Zentralnetze an, so erkennen wir, daß ein Zentralnetz von Biegungslinien stets eine 
Biegung der ım Netzzentrum punktierten Eifläche bestimmt. Denn ein derartiges 
Netz ist ja auf der ganzen Fläche bis auf das Netzzentrum reell, regulär und konjugiert 
und genügt überall der Bedingung (19). Mit Hilfe dieser Bedingung können wir nun 
entscheiden, welche Zentralnetze Netze von Biegungslinien sind. Das soll im nächsten 
Paragraphen geschehen, in dem wir zunächst eine einfache analytische Darstellung 
einer auf ein Zentralnetz bezogenen Fläche geben, und dann untersuchen, welche Ein- 
schränkungen die Darstellung durch die Forderung erhält, daß das Netz auf einer Ei- 
fläche liegen und aus Biegungslinien bestehen soll. 


S 3. Darstellung einer Fläche durch ein Zentralnetz. 
Zentralnetze von Biegungslinien auf Eiflächen. 


Wir wollen die Darstellung einer Fläche in einem Netz suchen, das aus den ebenen 
Schnitten, deren Ebenen ein Büschel bilden, und den Hüllkurven umschriebener Kegel, 
deren Spitzen auf der Büschelachse liegen, besteht. Wählen wır die Achse des Büschels 
etwa zur x-Achse, so wird die Forderung, daß die Kurven u = const. in Ebenen durch 
diese liegen sollen, durch die Bedingung gegeben: 

(20) y= u2z 

Um die zweite Forderung auszudrücken, daß die Berührungsebenen längs einer 
Kurve v = const. durch den Punkt (v, 0,0) der x-Achse laufen sollen, führen wir zweck- 
mäßig homogene Punkt- und Ebenenkoordinaten &,, %g, £3, 24 und p}; Pa, Pa; Ps ein. 
Dann erhalten wir, da die homogenen Koordinaten des festen Punktes (v:0 :0 :1) sind, 
zunächst die Relation: 

(21) Ph’ + pı =V 
zwischen den Ebenenkoordinaten der Berührungsebene. 

Da nun die Tangente an die Kurve u = const. gerade durch den Punkt (v:0:0:1) 
laufen soll, so muß die Relation (21) identisch sein mit der Beziehung: 


(22) PıXıe + PaXae + PaXze + Palo =. 
Daraus ergibt sıch: 
(23) zu =0, Ze =D, Lu = Yu: 
Diese Forderung ist mit (20) verträglich, das für die homogenen Koordinaten lautet: 
(24) Zu = Be, 
so daß wir insbesondere setzen können: 
(25) el, zen. 
Aus (23,) erhalten wir: 
(26) zz = [oawde + fu) = va,- / zıdv — g(u). 
Setzen wir nun: 
(27) fzado — g(u) = Alu, v), 
so finden wir schließlich: 
(28) u, = A, mv, —A, 
- vA, — A A Cy u La l 
(29 -—; - 2 r 
Zu 1. eo un A, 
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Dies ıst die Darstellung einer beliebigen Fläche bezogen auf ein beliebiges Koenigs- 
sches Netz. Dabei haben die Parameter eine einfache anschauliche Bedeutung: » ist 
ja die Abszisse der Spitze des längs der Kurve v = const. berührenden Kegels und u 
der Abschnitt, den die Ebene der Kurve u = const. auf der Geraden (*=(0, z=1) 
macht. 

Soll nun das Netz ein Zentralnetz sein, so muß die x-Achse Flächentangente sein. 
Dann können wir das Koordinatensystem so wählen, daß sie die Fläche im Anfangs- 
punkt berührt, und daß die Ebene z= 0) dort Berührungsebene ist. Ist die Fläche insbeson- 
dere eine Eifläche, so liegt sie ganz auf einer Seite der Ebene z = O0 und hat mit dieser 
nur den Anfangspunkt (0,0,0) gemein. Ferner sind die Koordinaten aller Flächen- 
punkte beschränkt, da die Fläche endlich geschlossen ist. Endlich ergibt sich aus der 
geometrischen Bedeutung der Parameter u und v, daß diese die ganze Zahlengerade 
von -—- oo bis — co durchlaufen, und daß der Anfangspunkt durch u— ® und beliebige 
v oder beliebige u und v»—0 dargestellt wird. Denn die Ebene u = des Büschels 
durch die x-Achse ist die Ebene z = 0, und der Berührungskegel mit der Spitze in v = 0) 
ist die Berührungsebene z = 0 ım Anfangspunkt, die nur diesen einen Punkt mit der 
Fläche gemein hat. 

Aus diesen geometrischen Bedingungen erhalten wir nun gewisse Aussagen über 
die Gestalt der Funktion A bzw. A, in (29), damit diese Formeln eine analytische Ei- 
lläche bezogen auf eın Zentralnetz mit dem Anfangspunkt als Zentrum, der x-Achse 
als Netzachse und der Ebene 3 = 0 als Berührungsebene im Anfangspunkt darstellen. 
Dann ist die Funktion A, eine analytische Funktion von u und v, die nirgends ver- 
schwindet wegen der Beschränktheit der x, y, z, beständig vom selben Zeichen ist und 
beschränkt außer auf der Geraden v = O und für u= &. A, ist also eine ganze nirgends 


verschwindende Funktion von u und . Als Funktion von u ist A, mindestens vom 
Ü 


zweiten Grade, da“ —0 für u co. Damit ferner rn 
A v A, 
fizient der höchsten Potenz von u in A, eine Konstante sein. Diese Bedingungen folgen 
daraus, daß aus z = O folgen soll: x = 0, y = 0. Nun sollte die Ebene z = 0 Berührungs- 
ebene im Punkte 2 =0,y=0,z=0 sein. Es müssen also bei Annäherung an diesen 
Punkt, also für u> oo oder v—0, für die Richtungskosinus X, Y, Z der Flächen- 


normalen die Grenzrelationen: 


>00 für v>o, muß der Koel- 


(30) X->0, Y-0, Z-1 
gelten. Aus (29) findet man allgemein: 
| 31) X Br . } =o gear m = er 
\(uA„— A”? + 4A2 +1 V\(uA„—A®+AE +1 
Z_ uA,„— A 


VuAn— AR FAR HI" 


Damit aus (31) in der Grenze (30) folgt, muß A, sowohl in u als auch in = von 


niedrigerer Ordnung sein als A. Dann muß aber in A die höchste Potenz von „ einen 


konstanten Koeffizienten haben, und wir erhalten: 
(32) A = f{u)v + B(u,v) + o(v), 
(33) A,=fu+B+opw)>k>0, 
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wo B(u, v) in u von niedrigerem Grade als /(u), das selbst mindestens vom 2. Grade ist, 


und ın , von niedrigerem Grade als g(v) ist. A, muß beständig positiv und nach 


unten beschränkt sein. 

Diese Darstellung (33) für A, ist nun nur eine notwendige Bedingung dafür, daß 
(29) eine konvexe Fläche darstellt. Denn sie drückt ja nur aus, daß unsere Fläche ganz 
auf einer Seite der Ebene z = 0 liegt, diese nur im Anfangspunkt berührt und ganz ım 
Endlichen geschlossen ist. Hierzu müßte noch die Forderung K > 0 für alle u und v 
kommen, die uns später wesentliche Dienste leisten wird. 

Nachdem wir so eine Darstellung der Eifläche durch Zentralnetze gefunden haben, 
bleibt uns die Frage nach den Zentralnetzen von Biegungslinien. Um diese Frage 
zu behandeln, müssen wir für die Flächendarstellung (29), in der A die Gestalt (32) 
haben muß, die rechten Seiten von (18) berechnen und sehen, wann diese (19) befrie- 
digen. Wir finden zunächst: 


‘ po ‚ Aw 

(34) L= | : ı | | 
Avy(uAu— A)? + A2 +1 Avy(uAu A) + A? +1 

Ar A > A uv» Ass 

ws) Yız m A: Pi . Au A, 

also: Lv Auw Av (YuAu— A®+Aw-+1), 

L Auu Ar 7 2) 1. An: ı 

(36) VY(uAu— A?) + Au?’ +1 


Nu Auw Aw (YuAu-— A®+AwW +1) 
N Avv Av VY(u Au — A®) + Au? +1 


Führen wir nun (35) und (36) in (19) ein, so erhalten wir: 


(37) (log Auu]. — flog Yu Au — A) + Au +1],) 
(flog Y(uAu — A)? + Au? +1],), = 0 
oder: 
(38) log Auulo» = Ö. 
Dann ist aber: 
(39) Auu = h’(u) y(v), 
(40) A = h(u) y(v) + uy(v) + o(v). 


Vergleichen wir dies mit (32), so finden wir: 

(41) h(u) = f{u). y(v) =v,. uy(v) = B(u,v), o(v) = lv) 
und schließlich: 

(42) A = ftu)r + uy(v) + (et) 
als die Gestalt der Funktion A für ein Zentralnetz von Biegungslinien in einem Punkte 
positiver Krümmung. Diese unterscheidet sich von der Form (32) dadurch, daß die 
Funktion B(u, v) die besondere Gestalt: 

(43) B(u, v) = uy(v) 
hat. Die geometrische Bedeutung ergibt sich sofort, wenn man (42) in (29) einsetzt 
und u eliminiert. Man findet dann: 

(44) z + (vy(v) —yle)) (y+ (vp'(v) — plo)) s=QÖ. 
Die Kurven v = const. liegen also in Ebenen durch den Anfangspunkt. Insbesondere 
werden auch diese Ebenen einen Büschel durch eine Tangente im Anfangspunkt bilden, 
wenn: 
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(45) vy’(w) — xl) =b 
konstant, also 
(46) xıv) =av —b 


eine lineare Funktion von ® ist. 

Diese Zusatzbedingung (46) ist nun gerade notwendig und hinreichend dafür, daß 
die Fläche, auf der das Zentralnetz von Biegungslinien liegt, beständig positiv gekrümmt, 
also eine Eifläche ist. Diese Forderung kommt ja nach (11) und (34) auf die Ungleichung: 


(47) — Au An = — P’(u)v[ug”’(v) + p’(v)] > 0 
für alle u und v heraus. Erteilen wir hier v einen von Null verschiedenen festen Wert »,, 
so wird der Klammerausdruck beim Durchgang von u durch: 





J nn p"(vo) 

Br I ) 
sein Zeichen wechseln. Wir können nun v, auf unendlich viele Weisen so bestimmen, 
daß u, keine Nullstelle von f’’(u) ist. Denn u, durchläuft mit v, eine stetige Wertefolge, 
während die Nullstellen von f’’(u) eine diskrete Menge bilden. Auf jeder derartigen 
Kurve v = v, liegen dann sowohl Punkte positiver wie negativer Krümmung, und die 
dargestellte Fläche kann keine Eifläche sein. Die Ungleichung (47) kann also nur er- 
füllt werden, wenn der Klammerausdruck von u frei wird. Dann ıst aber notwendig 
x (w)=0. Denn wäre etwa y’(v)=0, so daß man u ausklammern könnte, so folgte 


aus dem Umstande, daß „’(v) und y’(v) ganze Funktionen von a, und x'(v) von 


niedrigerem Grade als @’(v) in in ist, daß auch y’(v)=0 sein muß. Für Zentral- 


netze von Biegungslinien auf ger hat also die Funktion A in (29) die Form: 





(49) = f(u u(av —b) + pl), 
und es ist: 
(50) A, = ftu) +au-+ ol) = fi(u) +pPW)>h>d. 
Die allgemeine Flächendarstellung lautet dann: 
bu+ Ber ) — lv) u 1 
51 us a ’ u ’ ’ BU nie . 
+ IH TH + 


und man erkennt daraus sofort, daß die Fläche auf ein konjugiertes Netz bezogen ist, 
dessen Hülltorsen sämtlich Kegel sind. 

Wir wollen nun noch untersuchen, ob die Bedingungen (47) und (50) gemein- 
sam befriedigt werden können. Aus (50) würde folgen: 

(52) h(u)>0, PWw)>0, 
wo: 
hu)=hthutfu +fu +--,, 
po) = 9% u. ee 
Wir dürfen hier ın der Entwicklung von ’(v) das Glied mit v1! weglassen, wenn wir 
uns diese durch Differentiation der Entwicklung von „(v) entstanden denken. Wir 
können das Fehlen dieses Gliedes auch daraus schließen, daß vp’(v) — p(v) für jeden 
von Nuli verschiedenen Wert von v endlich bleiben muß. 

Nun ist (52) jedenfalls erfüllt, wenn in (53) die Koeffizienten den Ungleichungen 
genügen: 


(54) F>O Ar har 2hgarı < Tore 
(25) y’>0, 254, < pn  2Pyrı < Par+2' 
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Denn dann ist das erste Glied in den Entwicklungen (53) stets positiv und jedes negative 
Glied kleiner als das vorhergehende oder folgende positive Glied, so daß die Summe 
stets positiv ausfällt. Wır könnten, um (52) zu erfüllen, noch die Faktoren 2 in (54) 
und (55) weglassen. Die Mitnahme dieser Faktoren ermöglicht nun aber den Schluß, daß: 


(56) (u) >0 vo"’(v) <O, 

also: 
(57) — f’(u)vo”’(v)>0 

gemäß (47) für alle endlichen u und alle v» +0 gilt. Denn es ist: 
(58) f'(u) = fi (u) =2f, +2-3f,u+3-4AuU + ---, 
(89) up w)= — v2 +3prı Hager), 


und es lassen sich hier auf Grund von (54) und (55) die obigen Schlüsse wiederholen, 
die zu den Ungleichungen (56) führen. 

Wir sehen also, daß die Formeln (51), in denen f,(w) und %’(v) durch (53), (54) 
und (55) bestimmt sind, stets eine analytische Eifläche, bezogen auf ein Zentralnetz 
von Biegungslinien, und damit eine infinitesimale Biegung der im Netzzentrum punk- 
tierten Eifläche liefern. 

Unsere bisherigen Ergebnisse können wir in die Sätze zusammenfassen: 

Die Zentralnetze von Biegungslinien auf Eiflächen bestehen aus ebenen Kurven, die 
durch Ebenenbüschel mit konjugierten Tangenten durch das Netzzentrum als Trägern aus- 
geschnitten werden. 

Gibt es in einem Punkte einer Eifläche ein Paar konjugierter Tangenten derart, daß 
die Ebenen durch diese aus der Eifläche ein Netz konjugierter Kurven ausschneiden, und 
bohrt man die Eifläche in diesem Punkte an, so gestattet die gelochte Eifläche eine infinitesi- 
male Biegung, deren Biegungslinien das Netz konjugierter ebener Kurven sind. 


Das Ellıpsoid und sein metrischer Spezialfall, die Kugel, besitzt die vorstehende 
Eigenschaft ın jedem Punkte und für jedes Paar konjugierter Tangenten. Daraus ergibt 
sich nach unserem Satze, daß das in einem beliebigen Punkte gelochte Ellipsoid noch 
auf unendlichviele verschiedene Weisen infinitesimal verbogen werden kann. Wir haben 
nun vorhin schon gesehen, daß es noch allgemeinere Eiflächen gibt, die unter unseren Satz 
fallen. Im nächsten Paragraphen soll eine einfache Transformation angegeben werden, 
die gestattet, alle diese Flächen aus dem Ellipsoid herzuleiten. Eine affininvariante 
Charakterisierung der Stellen einer Eifläche, in denen ein Paar konjugierter Tangenten 
existiert derart, daß die Ebenen durch diese ein konjugiertes Netz ebener Kurven aus- 
schneiden, gelang bisher noch nicht. So muß auch die Frage oflen bleiben, ob jede Eifläche 
derartige Stellen besitzt. 


$ 4. Ableitung der Eiflächen, 
welche von den Ebenen durch ein Paar konjugierter Tangenten 
nach einem Netz konjugierter Kurven geschnitten werden, aus dem Ellipsoid. 


Aus den Formeln (51) erhalten wır durch eine Transformation des Parameters v 
unter Erhaltung der Parameterkurven die Darstellung: 


(60) = BI... , Y-z une 2 = ..— Dan 

fu) + e(v) fu) + po) f(u) + lv) 
für eine Fläche, bezogen auf ein konjugiertes Netz von ebenen Kurven, die in den Ebenen 
durch zwei konjugierte Tangenten des auf der Fläche gelegenen Anfangspunktes liegen. 


Sind insbesondere f(u) und g(v) mit ihren zweiten Ableitungen beständig positive ganze 
12° 
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Funktionen ihres Argumentes, so ist die Fläche (60) eine Eifläche, wie man durch eine 
ähnliche Rechnung wie in $ 3 erkennt. 

Nunmehr wollen wir auf diese Fläche eine allgemeine Streckung vom Anfangspunkt 
aus ausüben: 

U; . M 0 

(61) az: y=5: 2=75: 
wo ®(u, v) zunächst eine beliebige Funktion ihrer Argumente ist. Es erfährt also jeder 
Punkt der Fläche (60) eine Verrückung in Richtung seines Radiusvektors, deren Größe 
von seinem Ort auf der Fläche abhängt. Da nun die Parameterlinien in Ebenen durch 
den Anfangspunkt liegen, so werden ihre Bildkurven auf der Fläche (61) in denselben 
Ebenen liegen, und der Anfangspunkt wird beiden Flächen angehören. Aber das Netz 
der Parameterlinien wird im allgemeinen nicht mehr aus konjugierten Kurvenscharen 


bestehen. Soll dies der Fall sein, so muß: 


run _ fu) + Pe) 

a. 9 HR) 
sein, da die Flächendarstellung dann die Gestalt (60) haben muß. Dann liegen die beiden 
Flächen so gegeneinander, daß sie sich im Anfangspunkt berühren und dort ein Paar 
konjugierter Tangenten gemein haben, nämlich die Achsen der beiden Ebenenbüschel. 
welche aus den Flächen die Parameterlinien ausschneiden. 

Durch die allgemeine Streckung (61) mit dem Wert (62) von ® erhält man also 
aus einer Fläche (60) alle Flächen derselben Klasse, welche durch dieselben Ebenen- 
büschel nach einem Netz konjugierter Kurven geschnitten werden. 

Wir wollen nun diese Betrachtung auf das Ellipsoid anwenden, das wir in allge- 


meinster Darstellung erhalten, wenn wir in (60): 


(63) fu) =bu +2cu-+d, o(v) =ev?+2/v+g 
setzen mit den Nebenbedingungen: 
(64) bdi— >00, d>0; ee —- >00, g>0. 


Dann erhalten wir aus ihm vermöge (61) und (62), wenn wir /(u) und (v) den 
Bedingungen: 

(65) fu)>0, f’(u)>0 fürall u; Fow)>0, $’w)>0 für alle v 
unterwerfen, die allgemeinste Eifläche, welche das Ellipsoid im Anfangspunkte berührt 
und durch dieselben beiden Ebenenbüschel nach zwei Scharen konjugierter Kurven 
geschnitten wird. Die Achsen der beiden Ebenenbüschel bilden das gemeinsame Paar 
konjugierter Tangenten beider Flächen im Anfangspunkt. 

Wir haben damit eine einfache Konstruktion der vollständigen Flächenklasse 
(60) aus dem Ellipsoid gewonnen und insbesondere der in ihr enthaltenen Eiflächen. 
und gleichzeitig eine gewisse Übersicht über ihre Manigfaltigkeit, aus der wir ersehen, 
daß damit die Ausdehnung des Liebmannschen Satzes auf eine ausgedehnte Klasse von 
Eiflächen gelungen ist. 








a 
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Über die Gleichung #° + y’ - Oz 


Von Ludwig Holzer ın Graz. 


Die obige Gleichung gestattet, als ganzzahlige Gleichung in x, y, 3 betrachtet, 
anscheinend keine elementare Behandlung, die zu einigermaßen weitreichenden Ergeb- 
nissen führte. Sıe gestattet anscheinend auch keine einigermaßen weitreichenden Folge- 
rungen durch die Einführung des Zahlkörpers der komplexen dritten Einheitswurzel 





ni 1 


o=e? = — . 


a try 
wie dies schon von Euler begonnen und z. B. von Legendre (th@orie des nombres, t. 2). 
Pepin (Journal des Mathömatiques, III. serie t. 15, S. 217— 236), Hurwitz (Viertel- 
jahresschrift der Schweizer Naturforschenden Gesellschaft, 1917. S. 217—230) durch- 
geführt wurde. Es scheint vielmehr eine Untersuchung mit Hilfe der Methoden der 
allgemeinen Zahlkörpertheorie erforderlich zu sein, um einigermaßen entsprechende 
Ergebnisse zu erhalten. 


> 
In ur 


I. 


Wir wollen ım folgenden den Zahlkörper | € ıns Auge fassen. In diesem Zahl- 
körper k ıst der Zahlring /? jener (ganzen oder gebrochenen) Zahlen «a enthalten, die 


die Bedingung a= rationale Zahl mod. 3 
erfüllen. Sind a und ß zwei Zahlen des Ringes, so gehören eben wegen der Ringeigen- 


schaft auch a+pß, aß, “wu R, 


ß 


letzteres, insofern 8 zu 3 relativ prim ist !). 

Für die Grundeinheit e des Körpers k ergeben sich nunmehr eine Anzahl Sätze, 
die im folgenden zur Anwendung kommen werden. 

Wir wollen stets € als quadratfrei und = +2, +3. + 4 mod. 9 voraussetzen. 


Es ıst dann ” VC, | C 
eine Basis von k [vgl. Sommer, Zahlentheorie S. 272]. 

Es folgt: 

(1) Mit e gehört auch die reziproke Grundeinheit e=! zu A. Hat hingegen e& die 
Eigenschaft, nicht zu AR zu gehören, dann auch e=! nicht. 


ty 


t) Auf die Bedeutung des Zahlrings R für die in Frage stehende Gleichung hat mich Herr H. Hasse 
aufmerksam gemacht. Es sind dadurch die umfangreichen Rechnungen der ersten (nicht veröffentlichten) 
Fassung der Arbeit fast ganz vermieden worden. 
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(2) Das Produkt zweier Zahlen des Körpers a, ß, von denen:.a zu A gehört und 
zu 3 relativ prim ist, während ß nicht zu R gehört, kann nicht zu A gehören. 


Denn mit aß würde ja auch ” — ß zu R gehören. 


(3) Jeder Kubus einer ganzen Zahl a des Zahlkörpers gehört zu A. 

Denn, wenn a=a-+b VC 4 eyc: ist, so folgt wegen der Teilbarkeit aller mitt- 

leren dritten Putyanaislkediäiniten durch 3 
= a? + 53C + c®C? mod. 3, 
d.h. der Satz (3). 

(4) Jede Einheit n von k ist entweder von der Form + e?" oder + e?"#1, Die 
ersteren Einheiten gehören nach Satz (3) zu A, die letzteren können wegen der Sätze 
(1) und (2) nur dann zu A gehören, wenn die Grundeinheit e selbst zu A gehört. Wir 
haben somit den Satz: 


Gehört e nicht zu AR, so ist jede Einheit des kubischen Zahlkörpers c — wo 
C quadratfrei, = +2, +3, +4 mod.9 —, die zu R gehört, die dritte Potenz einer 
andern Einheit dieses Zahlkörpers. 


ll. 


Im folgenden wollen wir die Titelgleichung unter bestimmten Voraussetzungen 
betrachten: 

Stets ist vorausgesetzt, daß C quadratfreiı und = +2, +3, +4 
mod. 9 ist. 

Weiter wollen wir die nachfolgenden Abkürzungen einführen: 

Bedingung (A). k habe eine durch 3 nicht teilbare Klassenzahl. 

Bedingung (B). Die Grundeinheit e von k und die reziproke e7! habe 
einen zu 3 primen Koeffizienten von VC. 

Bedingung (B’). Die Grundeinheit e von k, ebenso er! habe einen zu 


3 prıimen Koeffizienten von vc. 
Bedingung (D). e gehöre zu A. 


II. 
Wir sehen sofort, daß die Gleichung 
(1) 2? +y’=(C2° 


im Falle C= +3, +4 mod. 9 bei ganzzahligem x, y, z für z==(0 mod. 3 nicht 


stattfinden kann. Dies folgt durch Auffassung der Gleichung als Kongruenz mod. 9. 


Im Falle ‚= +2 mod. 9 


seı weiter (A) erfüllt. x und y können als zu C teilerfremd angesehen werden, da ein 
etwaiger gemeinsamer Primteiler von x und C auch in y aufgehen würde, also, da 
er ın C nur zur ersten Potenz vorkommt — C ist doch als quadratfrei voraus- 
gesetzt —, auch in z, und daher als gemeinsamer Teiler von x, y, z weggehoben 
werden könnte. Überhaupt können bekanntlich x, y, z als zu je zweien teilerfremd 
angesehen werden. 


Ks ıst 


(2) > C3 = (—y), 
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und daher kann 
(3) 2 —z/C = jed 


gesetzt werden, wo d ein Ideal aus k darstellt, das Produkt aller Primidealteiler von 


z — 2zyC, 


welche auch in 


aufgehen. Es folgt dies aus dem Satze der eindeutigen Zerlegbarkeit der ganzen alge- 
braischen Zahlen von k in ihre Primidealfaktoren. 


In d muß jeder dieser Primidealfaktoren in derselben Potenz wie in 419 


vorkommen. 
Sei p ein in d aufgehendes Primideal, so geht es auch in 


auf, daher auch in 


3 kann durch p nicht teilbar sein, denn sonst hätten wir zunächst 
y=(0 mod. p. 
und somit, da y ganz und rational ist, auch 
y=(0 mod. 3. 
Da aber C= + 2 mod. 9 ist, so würde die Gleichung (1) schon als Kongruenz 
ınod. 9 betrachtet, einen Widerspruch darstellen. 
Weiter kann VC durch p nicht teilbar sein, denn sonst hätte y mit C einen ge- 
meinsamen Teiler. Aus ähnlichen Gründen ist die Teilbarkeit von x und z durch p 


ausgeschlossen. 
Es folgt, daß d kein vom Einheitsideal verschiedenes Primideal zum Faktor haben 


kann, somit selbst das Einheitsideal ist, das heißt, wir können 
3 
z—2)C =}? setzen. 


Da wir die Voraussetzung (A) eingeführt haben, so wird demgemäß 
3 


(4) z —3\C = a«®n, 


wo a eine ganze Zahl von k, n eine Einheit ist. 
Ist weiter (D) erfüllt, so ist die Gleichung (4) ein Widerspruch, da dann die rechte 


Seite zum Zahlring AR gehört, die linke Seite hingegen nicht. 
Ist hingegen (D) nicht erfüllt, so kann aus demselben Grunde nicht 7 = + 1 sein. 


Wir brauchen dann nur die Fälle 7 = e und n = e7! zu betrachten. 
3, 3 
Ist nun a=r+syC +t:tyC? 


e=u-+vVC+ wye: , 
so ergibt sich 
3 3 3 
x —zVYC=(r +s?C +1°C?) (u +vYC + wyC?) mod. 3. 


Nun kann r? + s®C + 1?C? durch 3 nicht teilbar sein, da ja eben 
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a=r? +s?C + 1°C”? mod. 3 
ıst und aus > +s?C+MPC?=( mod. 3 
a®=0 mod. 3 und also nach (2), (3), (4) auch „=0 mod. 3 folgen würde. 
Setzen wir nun noch (B’) voraus, so ergibt sich ein Widerspruch. 


IV. 


Nun wollen wir die Gleichung (1) für z2=0 mod. 3 betrachten. Sei wieder (A) 
erfüllt; dann können wir wie in Abschnitt II 





2 —z/C=an 
setzen. Da aber jetzt die linke Seite wegen z= (0 mod. 3 zu AR gehört, folgt wegen des 
Umstandes, daß a® als Kubus zu AR gehört und wegen y==0 mod. 3 sicher zu 3 
teilerfremd ist, daß 7 zu A gehört. Fügen wir also die weitere Voraussetzung bei, daß 
die Grundeinheit nıcht zu AR gehört, oder also, daß unsere Voraussetzung (D) nicht 
erfüllt ist, so können wir n =1 setzen und haben 


3 
(5) t—z\C=a. 


u 3 
Sei a=r+s/C +ıy@. 


Es ergibt sich durch Nullsetzen des Koeffizienten von vC: rechts 
(6) rs? +s?C+tr =. 


Von dieser Gleichung gehen wir aus. Zunächst können wir schließen, daß r und ( 
teilerfremd sind. Denn sonst hätte wegen 


3 
z = r? mod. YC 
x mit C einen gemeinsamen Primteiler. Sodann kann angenommen werden, daß in (6) 
nicht alle drei Zahlen r, s, t einen gemeinsamen Teiler haben. 
Sei nun a der größte gemeinsame Teiler von s und t, ebenso 5b der von t und r und 
c der von r und s, so sind a, b, c zu je zweien teilerfremd. Denn ein gemeinsamer Teiler 
von a und 5b ginge in allen drei Zahlen r,s,t auf. Setzen wir daher 


r=bcU, s=caV, — abW, 
so sind beispielsweise auch U, V teilerfremd. Denn ein ihnen gemeinsamer Teiler hätte 


zur Folge, daß c nicht der größte gemeinsame Teiler von r und s wäre. 
Hieraus folgt, daß 
a,b,c und U,V,W 
zwei Zahlentripel sind, für die je zwei Zahlen eines Tripels keinen gemeinsamen Teiler 
haben. Aber außerdem hat auch a mit U keinen Teiler gemein, da dies mit der Tat- 
sache, daß c der größte gemeinsame Teiler von r und s ist, im Widerspruch steht. Wir 
können deshalb weiter diese sechs Zahlen ın Paare 


a, U, b,V; c,W 


anordnen, so daß die Zahlen eines jeden Paares zu einander teilerfremd sind. 
Einsetzen der Werte von r,s,t in die Gleichung (6) führt nach Kürzung von abc 
— wo in diesem Produkt keiner der Faktoren Null sein kann, da dies das Verschwinden 
zweier der Zahlen r, s, t und dann in weiterer Folge das Verschwinden von z bewirkte, 
was die bekannte, triviale, hier nicht interessierende Lösung der Titelgleichung ergäbe 
zu folgender Gleichung: 
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(7) eaUV?: +Ca!bVW’-+b.cWU:=(0. 
Die Auffassung von (7) als Kongruenz mod. a führt zu 
b?cWÜU?: = 0 mod. a 


oder, da db, c, U zu a teilerfremd sind, zu 
W 0 mod. a. 
Hingegen ergibt die Auffassung von (7) als Kongruenz mod. W 
a=0 mod. W, 
und somit a=-+MW. 
Wird (7) als Kongruenz mod. U und mod. c gedeutet, so schließen wir 
Cb =0 mod. U und CV =O mod. « 
und daher, da ce und U als Teiler von r zu € prim sind, 
b=0 mod. U, V =0O mod. ce. 
Wenn wir endlich (7) als Kongruenz mod. b und mod. V verstehen, so erhalten wir 
U-=0 mod. b, ce = 0 mod. V, 
worauf der Vergleich mit dem früheren 
Bb= +U, c=+YV 
liefert, so daß sich die Gleichung 
(8) ®+Ca? +b?=(0 ergibt. 
Sei nun z in der ursprünglichen Gleichung (1) genau durch 3° teilbar. Zunächst 
sehen wir, daß x + y durch 3 teilbar ist, dann wegen 
x? — ıy + y?= (x + y)” mod. 3 
auch 2° — xy + y?, letztere Zahl indes genau durch 3!, da sonst 


+? — (—ay+y) 


"- 
< 


ıy= 


3% 
36 —] 


durch 3 teilbar wäre. Daraus folgt, daß x + y für C ==0 mod. 3 genau durch 3 


und für C = 0 mod. 3 genau durch 3° aufgeht. 


Der Ansatz = - z| Ü — a? 
3 3 3 
oder 2 —2VC = (r+sVC + ıyO)3 
gibt unter Berücksichtigung des Umstandes, daß — y die Norm von a ist, 
z+y=9IrstC. 


Um diese Gleichung ohne Rechnung zu beweisen, addieren wir zu 2 —z|C die 


beiden konjugierten Zahlen &— ze/C und x — zo?//C, wo o die komplexe dritte Ein- 
heitswurze! bedeutet. Es ergibt sich links 3x, rechts muß sich alles Irrationale wegheben, 
worauf man durch Heranziehung des Umstandes, daß y die Norm von a ist, leicht 
—3y-+27rstC findet; hieraus folgt die obige Gleichung. Wegen 


r= +b%kc, s= +da t= +ad 
erhalten wir z+y=9atbtetC, 
3 
und wegen x —zVC =a? und z=(0 mod. 3 
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wird = a? mod. 3. 
Ist nun a durch 3 teilbar, dann auch s und {. Es kann somit r durch 3 nicht teil- 
bar sein, was übrigens in diesem Falle auch aus der Kongruenz 


ze? —=-r’=r mod. 3 


. . Ba 
erschlossen werden kann. Wir sehen somit, daß a genau durch 3° " aufgeht, sofern es 


überhaupt durch 3 teilbar ıst. Auch im Falle C= + 3 mod. 9 ergibt sich genau das- 
selbe. Wenn a daher in (8) noch durch 3 aufgehen sollte, so führt die Weiterführung 
des Verfahrens jedenfalls auf eine Gleichung 


Cda+b+d=0, 


wo a, durch 3 nicht mehr teilbar ist. 


Fügen wir noch weiter als Voraussetzung hinzu, daß C = +3, + A mod. 9, oder, 
daß im Falle C = + 2 mod. 9 auch (B’) erfüllt ist, so ergibt sich ein Widerspruch mit 


Abschnitt III. 
Ist also C quadratfrei, (A) erfüllt, (D) nicht erfüllt, und ist weiter 
C = +3, +4 mod.9 oder im Falle C= +2 mod. 9 außerdem (B’) erfüllt, 
so ist die Gleichung z?+y?=(Cz? in ganzen Zahlen z,y,z unmöglich. 
Lassen wir dagegen im Falle C = + 2 mod. 9 die Voraussetzung (B’) fallen, so 


folgt: 
Bei quadratfreiem C = +2 mod. 9 hat, wenn (A) erfüllt, (D) nicht erfüllt ist, 
die Gleichung 2? + y? = (Cz°?, sofern sie überhaupt ganzzahlige Lösungen hat, dann 


auch solche mit z=]=0 mod. 3. 


V. 
Die Gleichung x? + y? = C?z? (C quadratfrei) 
kann, wenn C = +2 mod. 9 ist, nur für z=(0 mod. 3 bestehen. 


Ist C= +4 mod. 9 und z==(0 mod. 3, so haben wir, wenn (A) erfüllt ist, ana- 
log zu (4) 





x —2z We; = a?n. 
Ist also (D) erfüllt, so ıst der Widerspruch da, daß die rechte Seite der Gleichung 
zu R gehört, die linke Seite nicht. 
Ist (D) hingegen nicht erfüllt, so führt n = +1 genau ebenso zu einem 
Widerspruch. 
Es genügt dann, für n eine der Grundeinheiten e und e-! zu nehmen. Nach Ein- 


setzen der Werte von a und n muß dann der Koeffizient von /C Null werden. 
Nehmen wir n=e=u-+v/C + wyC, so ergibt sich mit 
3 ss. 
a=r+syC +:yC? 
auf Grund von a =r? + s?C + 1°C? mod. 3 
x — zVC? = (r? + s?C + 1°C?) (u +vVC + wVC?) mod. 3, 
und es folgt v=( mod. 3. 


Gilt also unsere Voraussetzung (B), so ergibt sich ein Widerspruch. 
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vl. 
Bei der Betrachtung von 
x3 - y® ann (2? z3 


für z=0 mod. 3 wollen wir annehmen, daß (A) erfüllt sei, hingegen (D) nicht. 


Es ergibt sich ähnlich wie die Gleichung (5) in Abschnitt IV 


3 


(8) x — 2z/C? = a}, 

woraus mit a=r-+s VC +1 VG: wieder analog zu (6) 
(9) rs +stC +irC =0 folgt. 
Ist nun wieder a der größte gemeinsame Teiler von s und t£ u. s. f. — ganz analog 


wie in Abschnitt IV —, so erhalten wir wieder Zahlen 
a,b,c und U,V,W 
mit den nämlichen Eigenschaften wie dortselbst. 
Ein gemeinsamer Primteiler von x und € ginge auch in y auf, somit, da er in €? 
genau zweimal aufgeht — C ist doch quadratfrei —, auch in z, während doch x, y, z als 


teilerfremd vorausgesetzt werden können. 
3 


Wieder folgt aus z=r?’mod.)C, 
daß € zu r teilerfremd ist. Daher sind auch 5, c, U als Teiler von r zu € teilerfremd. 
Durch Einsetzen von 
r=bceU, s=caV, t=abW 
in die Gleichung (9) folgt genau wie in Abschnitt IV 


(10) ab®CUW*!: +beVU? +ca®CWV?: = 
und hieraus beVU?=0 mod.a, d.h. V=0 mod.a 
und ebenso ab®CUW®:=0mod.V, d.h. Ca=0 mod.V. 


Hier bedarf indes die Schlußweise, die sonst völlig analog zu Abschnitt IV ist, 
einer wesentlichen Ergänzung. 

Aus (10) folgt 

rs=0 mod.C, somit s=0 mod.C. 

Sei nun p ein Primfaktor von C. s sei genau durch p4 teilbar, wobei sicher A > 1 
ist. 2 hingegen möge genau durch p# aufgehen, wo möglicherweise B = 0 ist. C geht als 
quadratfreie, durch p teilbare Zahl genau einmal durch p auf. In (10) geht r?s genau 
durch p4, Cs?t genau durch p?4+2#+!f?r,C genau durch p?#+! auf. Es ist sicher 
2A+B-+1> A. Nun kann die Summe zweier Zahlen, die genau durch p’ und p” 
aufgehen, nur dann möglicherweise durch p" mit n > ! aufgehen, wenn ! = m ist. Es 


folgt also A=2B+Hi, 
d.h. es ist in s=caV, 


da s als Teiler von r mit C keinen Teiler gemein haben kann, cV genau durch p?#+! 
teilbar und, da a als größter gemeinsamer Teiler von s und t, von denen s genau durch 
p“, t genau durch p®? [wo A > B, weil A=2B +1] aufgeht, genau durch pt teil- 
bar ist, so geht V durch p#+! auf. Das heißt, es enthält V jeden Primfaktor 
von C einmal öfter als a, es muß somit, da einerseits V =0 mod. a, andererseits 
Ca=(0 mod. V, endlich C quadratfrei ist, geradezu V = +Ca sein. 

Die weitere Beweisführung verläuft nun genau wie im Abschnitt IV. 


13* 
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Wir kommen schließlich auf eine Gleichung 
+ +la=0, 

wo a den Primfaktor 3 einmal weniger oft enthält wie z. 

Wird nun weiter entweder C = + 2 mod. 9 oder im Falle, daß C = + A mod. 9 
ist, angenommen, daß (B) erfüllt ist, so folgt ein Widerspruch. 

Somit: 

Ist (A) erfüllt, (D) hingegen nicht, so ist die Gleichung 2? + y? = (? 7? 
in ganzen Zahlen xz,y,z unmöglich, wenn C quadratfrei, = + A mod. 9 
oder= +2 mod. 9 ist und in letzterem Falle überdies (B) besteht. 


vn. 

Daß es in der Tat Gleichungen gibt, für die die obige Schlußweise Folgerungen 
gestattet, zeigt 2 + y? = 42°. 

Die Grundeinheit e=1 + v2 des Körpers k(/2) gehört hier nicht zu A, die 
Klassenzahl von k ıst 1; somit ist die Gleichung nach Abschnitt VI unmöglich. 

Ein weiteres Beispiel ist + y =57°. 
Hier gehört die Grundeinheit e=1 — 2/5 +4 v25 nicht zu A, die Klassenzahl von 
k ist wieder 1, daher ist die Gleichung nach Abschnitt V unmöglich. 


Die hier angeführten Einheiten und Klassenzahlen sind entnommen der Schrift: 
W.L. Reid, Tafeln der Klassenzahlen kubischer Zahlkörper, Dissertation, Göttingen 
1899. 


Für beide Gleichungen ist übrigens der Unmöglichkeitsbeweis bereits auf anderem 
Wege geführt worden (s. Legendre, a.a.0.). 

















Isotopie von Kurven auf orientierbaren, 
geschlossenen Flächen und ihr Zusammenhang 
mit der topologischen Deformation der Flächen. 
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Wir betrachten eine orientierbare und geschlossene Fläche 7% vom Geschlecht 


p> 1 und legen uns die Frage vor: 
(J) Wann sind zwei einfache Kurven auf 7% isotop !) ? 
Im $ 2 wird es uns gelingen, die Beantwortung dieser Frage auf die der Frage (H) 


zurückzuführen, die wir in einer vorhergehenden Abhandlung ?) behandelt haben. Wir 
beweisen nämlich: 


Zwei einfache Kurven sind dann und nur dann auf ;5 isotop, wenn sie homotop ?) sınd. 


Damit wird aber gezeigt, daß die Invarianten eines einfachen Kurventypus auch 
die ın ihm enthaltene Klasse einfacher isotoper Kurven vollständig bestimmen, d.h., 
daß ın einer Klasse einfacher homotoper Kurven auch nur eine Klasse isotoper Kurven 
enthalten ist. 

Wir erweitern die Gültigkeit dieser Ergebnisse noch auf Systeme von endlich 
vielen, untereinander fremden, einfachen Kurven, indem wir die Isotopie derartiger 
Systerne auf die der einzelnen Systemkurven zurückführen. 

Das so Gewonnene wollen wir zum Studiun: der Fläche selbst verwerten. Wiır 
[ragen: 

(A) Wann sind zwei topologische Abbildungen von {x auf sich ineinander deformierbar*) ? 

Die Antwort auf (A) geben wir in $ 3, indem wir die folgende Verallgemeinerung 
des bekannten Tietzeschen Deformationssatzes beweisen: 


!) Zwei einfache Kurven sind isotop, wenn sie sie sich derart stetig auf {y ineinander deformieren 
lassen, daß auch alle Zwischenstadien einfache Kurven sind; ef. v. Kerekjärtö: Vorlesungen über Topologie I. 
Berlin (1923), p. 190. 

?) Kurventypen auf Flächen, ds. Journ. 156 (1927), p. 231—246. Im folgenden zitiert mit: Teil I. 

°) d.h. stetig ineinander auf % deformierbar: cf. v. Kerekjärtö: 1. c.. p. 124. 
') ef. v. Kerekjärtö: 1. c., p- 186. 
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Eine topologische Abbildung von 75 auf sich ist dann und nur dann eine Deformation, 
wenn sie die Familie der inneren Automorphismen!) der Poincareschen Fundamental- 
gruppe von %5 induziert, so daß also eine jede Kurve eines kanonischen Schnittsystems 
von ‘5 in eine isotope gleichgerichtete übergeht. 

Hierdurch ist m. E. (A) auf (J) zurückgeführt; es ist weiter gezeigt, daß jeder 
Abbildungstypus von % genau eine Automorphismenfamilie !) der Poincareschen Fun- 
damentalgruppe von %% induziert ?). 

Im $ 1 werden einige Hilfssätze vorausgeschickt, die — z. T. für sich von Inter- 
esse —- ım folgenden benötigt werden. 

Wir wiederholen hier einige in Teil I (vgl. bes. p. 232) eingeführte Bezeichnungen, 
dıe ım folgenden häufiger gebraucht werden: 

Unter U verstehen wir die universelle Überlagerungsfläche von %?). Dann gilt: 


(F) Eine geschlossene und stetige Kurve & auf % ist dann und nur dann homotop 
null, wenn auch die über & in U gelegenen Kurven geschlossen sind. 

Weiter läßt sich U topologisch, d.h. eineindeutig und umkehrbar stetig, auf den 
als hyperbolische Ebene aufgefaßten Einheitskreis abbilden, so daß wir auch in U von 
Abstand, Geradlinigkeit etc. reden können. 

Punkte in U heißen äquivalent, wenn sie über dem gleichen Punkt von % liegen; 
topologische Abbildungen von U auf sich, bei denen jeder Punkt in einen äquivalenten 
Punkt übergeht, heißen Decktransformationen von U und sind Bewegungen der hyper- 


bolischen Ebene. 
Ist WA eine geschlossene Kurve auf %, aber nicht homotop null, so verstehen wir 


unter f({X) wie in Teil I, p. 234 eine Kurve in U, für die gilt: 

sie hat mit dem U berandenden Einheitskreis genau zwei Punkte M,, M, gemein; 
jeder Punkt von f(X) liegt über einem Punkt von 9%; 

über jedem Punkt von X liegt wenigstens ein Punkt von f(W); 

die nach 2. und 3. bestehende Abbildung von W auf f(A) ist umkehrbar stetig; 
f{Al) geht bei allen M, und M, fest lassenden Decktransformationen von U in 
sıch über; 

6. jedes f(X) ist eine kleinste 1.—5. erfüllende Punktmenge in U. 

Ist A gerichtet, so ist damit auch f({X) orientiert, etwa f({X) = M, M,. 

Einen Bogen von f({X), der nach Identifizierung seiner Endpunkte gemäß 2. und 3. 
sogar topologisches Bild von X ist, nennen wir einen Bogen X auf f(A); ist ?, irgendein 
Punkt auf f(A), so heißt der Endpunkt P, des mit P, — im Durchlaufungssinn von 
f{A) — beginnenden Bogens A der zu P, benachbarte, äquivalente Punkt. 

Wir können annehmen (cf. Teil I, p. 234), daß f(M) einfach ist, also U in genau 
zwei Teile zerlegt. 

Auch im übrigen werden wir uns häufig auf Terminologie und Inhalt des Teil I 
berufen. 


mob 





') Zwei Automorphismen einer Gruppe gehören zur gleichen Familie, wenn sie sich nur um einen 
inneren Automorphismus: £— ara! unterscheiden. 

®) ef. J. Nielsen: Mathematiker Kongressen i Kebenhavn 1925; Beretning; besonders p. 268. 

Zusatz beider Korrektur: Da neuerdings J. Nielsen, Acta mathematica t. 50 (1927), p. 266, 
Satz 11, die Umkehrung dieses Satzes gezeigt hat, so gilt: 

Die Gruppe der Abbildungstypen von % ist einstufig isomorph der Gruppe der Automorphismen- 
familien der Poincareschen Fundamentalgruppe der Fläche %. 

®) cf. v. Kerekjärtö: 1. c., p. 176. 
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S 1. Hilfssätze über Einbettung von Kurven. 
(1) Seien & und $} zwei einfache, untereinander fremde Kurven auf %. Dann hat 
irgendein f(&) von allen andern f(C) und f($) einen positiven Abstand '). 


Beweis: Betrachten wir ein @, das auf unserm f(&) = f,(E) gelegen ist. Dieses 
6 ist eine abgeschlossene, beschränkte Punktmenge in U, welche mit der aus der Ge- 
samtheit aller übrigen f(C) + f,(E) und f($) gebildeten abgeschlossenen Punktmenge 


keinen Punkt gemein hat. Also hat unser E von dieser Punktmenge einen positiven 
Abstand. Irgendein anderer auf f,(C) gelegener Punkt P muß aber mindestens den 


gleichen Abstand haben, da es auf E wenigstens einen zu P äquivalenten Punkt P’ gibt, 
und da weiter eine Decktransformation von U, bei der P in P’ übergeht, /,(E) auf 
sich und also die Gesamtheit der f($) und der f(&) + f,(E) auf sich abbildet. 


(2) Sei e > 0 beliebig klein; dann läßt sich jede einfache Kurve E auf ‘5 so in einen 
Ringbereich R einbetten, daß 


4. über den Rändern von R in U Polygonzüge liegen, denen in ‘5 nur endlich viele 
verschiedene Kanten entsprechen und 


2. jeder der Punkte von R von der Kurve G einen Abstand < e hat. 
Beweis: Sei a> 0 der Abstand eines f,(C) von allen f(&) +f,(&) und sei 


0<6< Min. (3 : 


von U, die von f,(C) höchstens den Abstand ö haben. Dann haben die zu ver- 
schiedenen f(&) gehörigen, analog definierten Bereiche ®’ untereinander keinen Punkt 
gemein. Da U durch ein /(C) in genau zwei Teile zerlegt wird, so zerlegt es R’in mindestens 
zwei Teile: die Durchschnitte des zugehörigen ®R’ mit den beiden durch f(€E) be- 
stimmten Teilen von U. Es zerlegt aber f(&) das zugehörige R’ ın höchstens zwei 
Teile, da es ein einfacher ganz im Innern von ®’ gelegener Bogen ist. Wir nennen 


die beiden Teile, in die f(E) das zugehörige R’ zerlegt: R’ und ®. Sei Pi[Pi] ein be- 
liebiger Punkt im Innern von R’[R’]; durch eine Decktransformation A von U, die 
alle Punkte unseres f(C) in benachbarte äquivalente Punkte überführt, gehe Pi[P}] 
in P3[P5] über. Wir können dann im Innern von RIN’] durch einen endlichen Poly- 
gonzug Pi[P}] mit PA[P5] verbinden. Dieser Polygonzug ®'[®’] läßt sich nachträg- 
lich so einrichten, daß der aus ihm und seinen äquivalenten in R’[R’] gebildete unend- 
liche Polygonzug f(P)[/(P’)] einfach wird. 

Diese beiden unendlichen Polygonzüge beranden in U eın Gebiet f(R), das über 


einem Ringbereich R von % gelegen ist, dessen Ränder P, P’ ron CE einen Abstand < e 
haben. 


Um dies einzusehen, betrachten wir eine Gerade /(®) ın U derart, daß © ein- 
fach und geschlossen ist, und derart, daß f(®) = M,M, mit unserm f(&) eine irre- 
duzible Schnittklasse gemein habe. Trenne f(®) den Punkt M, von f(E); dann hat 
/(®) einen letzten Punkt Q, mit /(P') und einen ersten Punkt Q, mit /(P’) gemein. Die 
Strecke 0,0; liegt also, von ihren Endpunkten abgesehen, ganz im Innern von f(R). 
Durch die Decktransformation A von U gehe Q, Q, = — 6, in ©, über; ©, und ©, schneiden 
aus f(R) ein Gebiet R heraus, das im Innern keine Paare äquivalenter Punkte enthält, 


) ausgewählt. Wir betrachten die Gesamtheit R, aller Punkte 





!) v. Kerekjärtö: 1. c., p. 34. 
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während von den Randpunkten von R genau die Punkte von ®, denen von ©, äqui- 
valent sind. Also liegt R über einem Ringbereich R von $. 


Unter einem gekerbten Bereich von % sei ein solcher Bereich verstanden. 
über dem in U Gebiete liegen, auf deren Rande sich genau ein Paar äquivalenter Punkte 
findet, das über der Kerbe liegt; ein gekerbter Bereich ist also ein Elementarflächenstück'; 
von ‘5 mit genau einer Selbstberührung. 

(3) Seien G,, &,, Ur, . - ., Un einfache Kurven, &, homotop &,, dagegen kein Vielfaches 
einer X; homotop einem Vielfachen einer &;?). 

Weiter sei P ein &, und (, gemeinsamer gewöhnlicher Punkt, d. h. ein solcher. 
daß irgendein über P gelegener Punkt von U auf einem f(C,) und einem f(&,) mi 
gemeinsamen Endpunkten liegt ?). Die Kurven WA; mögen mit C, nur den Punkt P gemein 
haben und so beschafjen sein, daß hinsichtlich eines f(A) benachbarte über P gelegene Punkte 
ın U durch geradlinige WA, verbunden werden. Schließlich sollen &, und &, im Innern eines 
ftingbereiches NR, von 75 gelegen sein. 

1. Fürn =1 gibt es eine einfache Kurve G,, die zu E, homotop ist und mit G, den 
Punkt P als gewöhnlichen gemein hat, außer P aber hr mit &,; noch mit einem N; 
ırgendeinen Punkt gemein hat, und ebenfalls ganz im Innern von WR, gelegen ist. 

2. Fürn=0 kann man die Kurven G,;, wenn sie außer dem gewöhnlichen Punkt P 
weiter keinen Punkt gemein haben, in einen gekerbten Bereich mit der Kerbe P einbetten, 
der, von P abgesehen, die Kurven 6, ganz im Innern enthält, mit den Kurven W; aber nur 
den Punkt P gemein hat. 


Beweis: Sei P,P, ein Paar benachbarter äquivalenter Punkte eines f(@,) und 
über P gelegen; also ist: &, = P, ‚P,. &, = P, P,. Die Gesamtheit der f(W;), die nicht 


durch ?, oder P, gehen, hat von C, analog wie bei (1) einen gewissen Abstand a; > 0. 
Weiter r GC, wegen (1) von jedem der Ränder von R, einen gewissen positiven Abstand; 
sei der kleinere von beiden ;>0. Wir wählen: 0<e< 4Min. {fa,, a, ß}, Ps} und 
betten nach (2) die Kurve €, in einen Ringbereich R, mit polygonalen Rändern ein. 
deren Abstand von €; kleiner als e ist. NR, liegt dann ganz in R,. 

Sei f(R;) die Gesamtheit der über R; gelegenen Punkte, die von einem f(E,) höchstens 
den Abstand e haben. Zwei zu verschiedenen f(&;) gehörige f({R,;) haben dann keinen 
Punkt gemein; die Gesamtheit der über Rt, gelegenen Punkte von U wird durch die 
Gesamtheit der f(R;) erschöpft. 

Wir betrachten ein f(R,) und ein /(R,), die zu einem f(@,), f(C,) mit gemeinsamen 
Endpunkten M,. M, eng Dann sind e Punkte M,, M, die einzigen, die f(R,) mit 
dem U berandenden Grenzkreis gemein hat. Also bestimmt die Vereinigungsmenge von 
f{R,) und f(R,) genau zwei Gebiete von U, die außer M,. M, noch Punkte mit dem U 
berandenden Kreis gemein haben. Diese beiden Gebiete werden durch je einen unend- 
lichen Polygonzug f($,) bezw. f($,) von dem Rest von U getrennt; f(%;) liegt über 
einem einfachen, geschlossenen, endlichen Polygonzug ®; auf %. Weiter begrenzen 
Br); (Pa) ein Gebiet f(R,) von U, das über einem von ®%,, ®, berandeten Ring- 
bereich N, auf % gelegen ist. 

Da nach Voraussetzung kein /f{W;) mit einem f(E,) gemeinsame Endpunkte haben 
kann, müssen die durch ?, gehenden /(W;) mit en einer der Randkurven von 


') ef. v. Kerekjartö: 1. c., p. 174. 

?) Da diese Kurven einfach sind, genügt die Forderung, daß keine &; homotop einer Wi ist. 

») Diese Begriffsbildung findet ihre Berechtigung darin, daß man die Gesamtheit der gewöhnlichen 
Schnittpunkte als eine Art von identischer Schnittklasse von G, mit G, auffassen kann. 
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f{R,) Punkte gemein haben; sei dies /(P,) = M,M,. Wir durchlaufen f(P,) von M, aus 
bis zum letzten [ersten] Schnittpunkt mit einem /(W;), das durch P,[P,] geht; sei dies 
Q[R]. Wir setzen die Gerade QP, = ©. Dann hat & mit f(®,) nur endlich viele Punkte 
und Kantenstücke gemein. Ersetzen 


wir alle Stücke von ®, die mit Teilen a p I(0,) 
. 
von f(P,) zusammen Gebiete beranden, u Rn vl6,, 
die nicht zu f(R,) gehören, durch die \ e — 
. N 5 
entsprechenden Teile von f(‘B},), so er- 7 
halten wir einen endlichen Streckenzug nn u 9 (R;) 
6, = PıQ, der schließlich, d. h. von 7 _ 
einem Punkte Q, ab, mit /(®,) keinen . ET AB) 
Punkt mehr gemein hat. Q, zerlege ©, FETT ET SPNEHE 
in 61 und ©) =0(,P,. Zwei Kanten a vd 
1 a M 2 u ee u 
von ©, die keinen Punkt gemein A) 
haben, haben als abgeschlossene und A) 
beschränkte Mengen einen gewissen Figur 1. 


Abstand; der kleinste unter den end- 

lich vielen möglichen sei y,; weiter sei y, der Abstand von Q, und &, +€,. Wir 
wählen: 0 < ö< } Min. (e,, Y%ı; %2)-. Zeichnen wir dann im Innern von f(R,) eine Ab- 
standslinie Y ım Abstand ö von 1 von /(%,) bis zum ersten Punkte Q,, dessen Ab- 
stand von ©] gleich ö ıst, so haben wir nur noch eine einfache Verbindung Q,P, an- 
zugeben, die ganz im Innern von f(R,) verläuft und, außer P,. mit f(P,), f(E,), /(E,), 
A und ®! keinen Punkt gemein hat. ie, 


Hierzu bilden wır eine Funktion (0), die RE 
FE 


jedem Punkte O von ©? die untere Grenze der Ab- fi) 
stände der Punkte der Strecke 0,0 von f(C,) und /(G,) DL — 
zugleich zuordnet. Weiter sei y(O) = Min. (g(O), 6). ‘ 

Diese Funktion definiert eine einfache Kurve \ 

6, — P,Q, (in der Figur fallen Q, und Q, zu-  \ 

sammen), da y monoton abnimmt und man ©? als 


O-Achse, die Normale auf ®? nach /(R,) hinein !) ” \ " 

als y-Richtung auffassen kann. Verbinden wir \ |. 
noch Q, mit Q, und Q, durch einfache Kurvenbogen, et m 
die, von den Endpunkten abgesehen, mit ®?, ®,. ! 0, 

f(&,). F&,), U, f(P,ı) keinen Punkt gemein haben, Figur 2. 


so wird das von &? + ®©, + diesen Kurvenbogen be- 
randete Gebiet einen einfachen Rand haben. Dann gibt es sicher einen Streckenzug, 
der im Innern dieses Gebietes Q, mit P, verbindet und uns das Gewünschte leistet. 

Mit dem Punkte R verfahren wir analog wie mit Q und erhalten so einen Kurvenzug 
P,ÄQRP,, wo P,Q bezw. P,R die eben konstruierten Kurvenzüge sind, während OR 
auf f(P,) gelegen ist, welcher Kurvenzug über der zu konstruierenden Kurve 6, ge- 
legen ist. 

Um die 2. Behauptung zu beweisen, wenden wir das gleiche Verfahren auf alle dıe 
/(B;)an, die mit einem f(W;) Punkte gemein haben. Wenn dies aber nicht der Fall ist, müssen 
wir anders vorgehen. Wir nehmen also im folgenden an, daß f(%,) mit keinem f(W;) 
durch P,, also nach Konstruktion von f(R,) mit überhaupt keinem f(W;), Punkte gemein 


!, Genauer: in den Q, enthaltenden Teil von fiR,) hinein, insofern f{R,) durch ©, und f(G;) in 
mehrere Teile zerlegt wird. 
Journal für Mathematik. Bd. 159. Heft 2. 14 
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hat. Da €, und @, nur den gewöhnlichen Punkt P gemein haben und: homotope einfache 
Kurven sind, beranden sie einen gekerbten Bereich, der R, in zwei Ringbereiche R!, R:? 
zerlegt. Wir denken uns die Bezeichnungen so gewählt, daß R; von E, und %; berandet 
wird. 

Sei RW ein ganz über RW gelegener Bereich von U, dessen Berandung aus einem 
6, einem ®; und zwei untereinander äquivalenten Kurvenstücken G}, G7 besteht. Sei 
N’ so ausgewählt, daß kein Punkt von G} über P gelegen ist. Sei P, der über P gelegene 
Punkt von ®; sei @, ein beliebiger, nicht auf f(C;) gelegener Punkt von G}, Q, sein äqui- 
valenter auf G?. Dann kann man P, mit Q, durch einen ganz im Innern von ® verlau- 
fenden einfachen Polygonzug verbinden; dieser teilt von ®R’ ein Gebiet ab, auf dessen 
Rand 63 liegt. Im Innern dieses Gebietes verbinden wir P, mit Q, durch einen einfachen 
Polygonzug; diese beiden Polygonzüge bilden dann zusammen den einen Rand des 
gewünschten gekerbten Bereichs. 


S 2. Zusammenhang zwischen Isotopie und Homotopie. 


Satz 1: Zwei einfache, stetige und geschlossene Kurven &, und &, sind dann und nur 
dann auf ‘5 ısolop, wenn sie homotop sind !). — Hierbei sei zugelassen, daß C, zu einem 
Punkt entartet. 

Beweis: A. Die Notwendigkeit der angegebenen Bedingung folgt ohne weiteres 
aus den Definitionen, da zwei isotope Kurven auch homotop sind. 

B. Daß zwei einfache homotope Kurven auch isotop sind, beweisen wir in mehreren 
Schritten: 

(1) Eine einfache Kurve &, die homotop null ist, ist auch isotop null, 

Wegen (F) gibt es ın U einfache, stetige und geschlossene Kurven J", die ganz über 
& liegen und topologische Bilder von E sind. Es gilt: 

(a) Es ist unmöglich, daß im Innern des von einem I’ = T', berandeten Gebietes von 
U noch Punkte anderer I’ gelegen sind. 

Wäre dies nämlich nicht wahr, so gäbe es ein /'= 7, das mit dem Innern von 
I‘, Punkte gemein hat. Dann bestehen zwei Möglichkeiten: 

1. 7’, liegt ganz im Innern von 7; 

2. 7, liegt nur teilweise im Innern von /),. 

ad 1. In Usind Z', und /', äquivalente Punktmengen, die also auch äquivalente 
Gebiete in U beranden. Da /', im Innern des von J', berandeten Gebietes liegt, so muß 
es also auch im Innern des von /', berandeten Gebietes eine zu /' äquivalente Kurve 
I‘, geben, u.s. f. Es würden also ın einem ganz im Endlichen von U gelegenen Gebiete, 
nämlich im Innern von 7',, unendlich viele /’ ineinander geschachtelt sein, was unmöglich 
ist. 

ad 2. Wenn /’, nur teilweise im Innern von 7‘, gelegen ist, so müssen gewisse 
Punkte von 7", auf 7’, gelegen sein, da die /’ Jordankurven sınd. Diese Punkte würden 
dann aber über mehrfachen Punkten von & liegen. 

Damit ist (a) bewiesen. 

(b) Es gibt in Ü einen Fundamentalbereich, der das von einem I’ berandete Gebiet ganz 
ım Innern enthält, d. h. & berandet auf ‘5 ein Elementarflächenstück. 

Fassen wir nämlich ein bestimmtes /’ ins Auge, das ein Gebiet & berande. Ist 
darin (b) nicht wahr, so muß einer der folgenden Fälle eintreten: 


1) ef. v. Kerekjärtö: 1. c., p. 190, 124, wo sich die hier benutzten Definitionen von „isotop‘“ und 
„nomotop“ finden. 
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1. es gibt auf 7’ wenigstens ein Paar äquivalenter Punkte: 
2. es gibt im Innern von © einen zu einem Punkt von 7’ äquivalenten Punkt; 
3. es gibt ım Innern von © wenigstens ein Paar äquivalenter Punkte: P,, P»- 


Der 1. Fall kann nicht eintreten, da dann € nicht einfach wäre; der 2. Fall steht ım 
offenbaren Widerspruch zu (a). 


Im 3. Falle verbinden wir ?, mit P, durch einen ganz im Innern von & gelegenen 


Jordanbogen X = P,P,, der ganz über einer geschlossenen Kurve & auf % gelegen ist, 
die nicht homotop null, da ?, + P, ist. Wir betrachten das f($) = f,( K), auf dem unser 


& gelegen; durchlavfen wir f,(S$) von P, aus im Sinne P, P,, so treffen wir in einem Punkte 
0, zum ersten Male auf /. Dann muß es auf dem Bogen P,Q, von f,(K) einen zu Q, 


äquivalenten Punkt Q, geben, der also im Innern von ® gelegen ist. womit der Fall 3. auf 
2. zurückgeführt ist. 


Damit ist (b) bewiesen. 

Aus (b) folgt aber sofort (1), da das von E auf % berandete Gebiet topologisches 
Bild der ebenen Kreisscheibe ist. 

Im folgenden können wir also annehmen, daß &;(i = 1,2) nicht homotop null ist. 

(2) Es gıbt je eine zu &, isotope Kurve G;, so daß &) und &; nur endlich viele Jordan- 
bogen gemein haben, die speziell auch zu Punkten entarten können. 

Hierzu braucht man nur zu zeigen, daß es eine zu & isotope Kurve &; derart gıbt. 


daß G; in U ein geradliniger Streckenzug ist, der nur aus endlich vielen Ecken und Kanten 
besteht. — Da @,; einfach ist, kann man wegen Hilfssatz (2), $1, p. 103 einen Ringbereich 
N; derart angeben, daß C; ganz im Innern von Ni; gelegen ist. In R; läßt sich aber ohne 
weiteres ein einfacher geschlossener Polygonzug €; angeben, der nicht homotop null ıst. 
C; ıst dann isotop mit beiden Randkurven von R,;, also auch mit C.. 

Zur Abkürzung des Ausdrucks zählen wir nur die Endpunkte der &; und GE; gemein- 
samen Jordanbogen und die isolierten gemeinsamen Punkte als €) und @& gemeinsam. 
Dann folgt aus (2): 

(2a) Es gibt eine zu B; isotope Kurve Gi. so daß EC} und C; nur endlich viele Punkte 
gemein haben. 

(3) Haben GC}, &3 genau einen gewöhnlichen Punkt P und sonst keinen Punkt gemein, 
so gibt es eine topologische Deformation von 75 — also auch von Ci —., die CE, in Cs unter 
Festhaltung von P überführt. 


Wir betrachten ein /(C&}) und ein f(@3), die gemeinsame Endpunkte haben; n. V. 
haben diese mit andern /(C/) (i = 1,2) keinen Punkt gemein und miteinander nur die 
über P gelegenen. Seien P,, P, zwei benachbarte über P gelegene Punkte auf /(&;), 


un; —> 
alo®&; =P,P,. Das von E&| und G in U berandete Gebiet enthält im Innern und auf 
dem Rande außer ?, P, keine Paare äquivalenter Punkte !); wir können es also ?) in 


ein Gebiet © einbetten, auf dessen Rande ?, und P,, in dessen Innern G; gelegen sind, 
und das im Innern und auf dem Rande sonst keine Paare äquivalenter Punkte enthält. 


Nach dem Tietzeschen Lemma ?) gibt es dann eine topologische Deformation von & in 
sich — und also auch von dem Gebiet ®, über dem ® liegt — bei der der Rand von & 
in Ruhe bleibt und €; in €; übergeht, womit (3) bewiesen ist. 

!) Dies beweist man ähnlich wie (b), $ 2, p. 106. 


°) wegen Hilfssatz (3), des $ 1, p. 104. 
®) cf. v. Kerekjärtö: 1. c., p. 186. 
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(4) Es gibt eine zu C, ısotope Kurve CE, so daß Ei und €; nur einen gewöhnlichen 
und sonst keinen Punkt gemein haben. 


Wir wählen ein  =P, P, so aus, daß P; entweder über einem beliebigen ge- 
wöhnlichen Punkt ? liegt, oder wenn es einen solchen nicht gibt, über einem Punkt P. 
der nicht auch auf 6; liegt. 


1. Sei B+P, ein €} und einem /(C;) gemeinsamer Punkt und zwar ein Be- 


rührungs-, kein Schnittpunkt !). Wir wählen auf dem Bogen P;B von G/ einen Punkt 

(6%) B;+#P;und+B so aus, daß auf B,B kein E| und einem 

/(&) ge Punkt liegt und also 3, von B durch 

kein /(&;) getrennt wird. Man kann dann eine Kurve 

——o B,B, so malen, daß B,B,BB, eine einfache, ganz im 

#% Innern eines Fundamentalbereichs von U gelegene, ge- 

Fir . schlossene Kurve ist. die außer B keinen Punkt mehr mit 

einem f(&;) — vom Bogen B,BB, unseres 6} abgesehen - 

gemein hat, in deren Innern es insbesondere keine Punkte eines f(C;) gibt. Wegen (1) 

gibt es dann eine topologische Deformation von C,, so daß der Bogen B,BB, in B,B, 
übergeht und die Punkte B; und alles übrige fest bleibt. 

Durch sukzessive Anwendung — wegen (2a) nur endlich oft — dieses Verfahrens 

gelingt es, eine zu &, isotope Kurve G}’ zu finden, die — ev. außer P — mit 65 keinen 

Berührungspunkt gemein hat. 








2. Sid’ =P, P, Hat dann dies €’ außer P; noch irgendeinen Punkt mit einem 
f(&2) gemein, so muß es wenigstens zwei nicht äquivalente $,, S, geben, die es mit 
einem und demselben /(@3) gemein hat, da &/’ und G, keine Berührungspunkte mehr 
gemein haben. Von diesen Punkten 5; muß wenigstens einer, etwa $S, + P; sein. Da 


77 


ı mit einem beliebigen /(@5) wegen (2a) nur endlich viele Punkte gemein haben kann, 


müssen diese Punkte S,, S, so auswählbar sein, daß der Bogen $,S, von &’[f(&)] 
keinen Punkt mehr mit einem f(&;)[f(&1’)] gemein hat ?). Die Spurkurven dieser 
beiden Bogen auf &)’ und & bilden also eine einfache geschlossene Kurve auf 5, die 
wegen (F) ” null, wegen (1) also isotop null ist. 


76.) Liege etwa S, auf dem Bogen 5, P, von 6,” 
den Dann wählen wir einen Punkt S$, ir As Bogen 
3 P,S, von &}’ so aus, daß auf dem Bogen 5,5, 
von 6’ sich auch kein €)’ und einem f(C}) ge- 
N 4 meinsamer Punkt mehr findet, was wegen (2a) 
möglich sein muß. Dann kann man wegen der 
Wahl von S,S, eine Verbindung S,S, so finden, daß 5,5, einfach ist, keine Paare 
äquivalenter BR enthält und außer den Punkten 5,S, keine Punkte mit einem 


f(&3) oder f(&}’) gemein hat. Die aus diesem Bogen $8,S, und dem Bogen S,S, von C; 
Kine Kurve liegt also über einer einfachen, geschlossenen Kurve auf 75. 
die wegen (F) homotop, wegen (1) also isotop null ist. Da sich ım Innern der ge- 
schlossenen Kurve $,S,S, keine Bogen von €,’ mehr finden, so gibt es also eine topo- 


1) Hierbei mögen die Endpunkte gemeinsamer Jordanbogen als Schnittpunkte gerechnet werden. 

2) Hat nämlich ein Ausgangsbogen $, S, nicht: diese Eigenschaft, so wählt man ein Schnittpunkt- 
paar auf ihm aus, das alle andern trennt, welches dann für den einen Ausgangsbogen diese Eigenschaft 
hat; auf dem dazugehörigen andern Bogen verfährt man ebenso und muß wegen (2a) nach endlich vielen 
Schritten zu Ende kommen. 
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logische Deformation von 6)’ in &)”, bei der der Bogen 5,$,S, von &’ in den neuen 
Bogen 5,5, übergeht, während der Rest von &’ einschließlich der Punkte $,S, in Ruhe 
bleibt. €” hat dann wenigstens einen Schnittpunkt — nämlich $, — weniger mit & 
gemein als C,’, ist aber isotop Cy’. 

Ist durch diese Operation ein von P verschiedener Berührungspunkt von G” 
mit @3 entstanden, so wird er nach 1. beseitigt. ohne daß neue Schnittpunkte auf- 
treten, u.8. f. 

Durch Anwendung der Operationen 1. und 2. gelingt es, alle von P verschiedenen 
G; und @ gemeinsamen Punkte unter Festhaltung von P durch eine topologische 
Deformation von 6, in &” zu beseitigen. Haben dann 9% und & nur noch / gemein, 
so sind wir fertig; haben sie aber keinen Punkt mehr gemein, so ist es durch eine topo- 
logische Deformation von GC” in €” zu erreichen, daß €” und (6; genau einen ge- 
wöhnlichen Punkt ? und sonst keinen Punkt gemein haben. Aus (4) und (3) zusammen 
folgt der Beweis unseres Satzes. 


Zusatz 1: Haben G,,C, einen gewöhnlichen Punkt P gemein und gibt es Kurven Q, 
i=1,....n;n >1)durch P, die die Bedingungen des Hilfssatzes (3). $1. p. 104 erfüllen, 
so ist es möglich, die topologische Deformation: 6, — |, so einzurichten, daß einmal P 
fest bleibt, und daß weiter kein Zwischenstadium dieser Deformation mit den Kurven U; 
außer P einen Punkt gemein hat. 


Beweis: Wir brauchen nur den Beweis unseres Satzes 1 ein wenig zu verschärfen. 
Haben nänlıch @,, C, einen gewöhnlichen Punkt gemein, so sind die Operationen (3) und 
(4)ı,a so eingerichtet, daß P bei ihnen festbleiben kann. Aus Hilfssatz (3)ı,. des $ 1. 
p. 104 folgt, daß unter zweimaliger Anwendung des Tietzeschen Lemmas !) die Ope- 
ration (2) so eingerichtet werden kann, daß sie den Forderungen unseres Zusatzes 
genügt. Für die Operation (3) folgt dies schon aus dem Hilfssatz (3), des $ 1. 
Weiter kann die Operation (4), ohne weiteres so eingerichtet werden, daß das Elementar- 
flächenstück von 75, über das hinwegdeformiert wird, keinen Punkt mit einem W; ge- 
mein hat; ein gleiches gilt schließlich für die Operation (4),, da die W; nicht in die 
von C}” und 65 berandeten Elementarflächenstücke eintreten können; denn ein f(X}) 
hat mit €)” bezw. GC; nur den Punkt P, bzw. nur ?, gemein. 

Zusatz 2: Seien C, und (, zwei einfache. miteinander homotope Kurven, {$;} 
=1,...,n) Kurven, die weder mit C,. noch mit G,, noch mit dem etwa von G, und G, 
berandeten Ringbereich. bzw. gekerbten Bereich, bzw. Elementarflächenstücken Punkte gemein 
haben. Dann gibt es eine topologische Deformation von C, in G,. bei der kein Zwischen- 
stadıum mit irgendwelchen Kurven N; Punkte gemein hat. 


Beweis: Nach Hilfssatz (1) des $ 1. p. 103 haben die Kurven /($,) von f(E,) 


Y 


und /(@,) einen Abstand > e> 0; man kann aber die Operationen (2), (3). (4)ı.a 


so einrichten, daß sie in einem Abstand < „ von dem fraglichen €, von staiten gehen. 
I 


woraus der Zusatz folgt, wenn man bedenkt. daß ıns Innere des von einem f(C,) und 
einem f(G,) mit gemeinsamen Endpunkten berandeten Gebietes von ll nach Voraus- 
setzung des Zusatzes kein /($;) im Endlichen von U eintreten kann, q.e.d. 


Sei {&} (7 =1...,n) ein System einfacher, untereinander fremder, ungerichteter 
Kurven, kurz ein einfaches Kurvensystem. 
(I) Zwei derartige einfache Kurvensysteme {&;} und {R;} heißen isotop oder topo- 


t) cf. v Kerekjärtö: |. c., p. 186 
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logisch ineinander deformierbar, wenn es eine für O<t<{A in t stetige Schar einfacher 
Kurvensysteme gibt: {&;(t)}, so daß &;(0) = E; und E;(1) = Kr, wobei die i den k ein- 
eindeutig zugeordnet sind. 

Dieser Definition (I) ist die folgende äquivalent: 

(II) Zwei einfache Kurvensysteme {C;} und {8} sind dann und nur dann isotop, wenn 


sie sich durch eine endliche Kette einfacher Kurvensysteme {&;} (z=1,..., u) verbinden 


lassen, d. h. & = C&;, Ci = 8%; mit eineindeutiger Zuordnung der i und k, derart daß ©; und 


6" gemeinsam einen Ringbereich WR; beranden, und so daß für i+1l auch WR und R: 
untereinander fremd sind: hierbei soll zugelassen sein, daß der Ringbereich R; zu der 
Kurve & = Ci" entartet. 

Der Nachweis der Äquivalenz von (I) und (II) ist ähnlich wie bei e. Kerekjarto: 
Topologie I, p. 190, Anm. 2 in einem analogen Fall zu führen. — Daß aus (II) auch (I) 
folgt, ist evident. — Wenn aber (I) erfüllt ist, so haben wegen Hilfssatz (1) des $ 1, 
p. 103 die f(&;(t)) für jedes feste 2 einen Abstand e(t) >O voneinander. Da das t-Intervall 
und die f abgeschlossene Punktmengen sind, wird die untere Grenze der e(t) für 
irgendein t unseres Intervalls erreicht, ist also = e>0. Man wählt jetzt eine endliche 
Folge von t-Werten t, mit 4, =0 und %,„=1 so aus, daß f(E;(t,)) und f(&;(ka.-1))) 
voneinander einen Abstand haben, der für / mit gleichen Endpunkten < Min. eo 3) 
ist, wo a der kleinste Abstand zweier äquivalenter Punkte in U ist. Auf Grund zwei- 
malıger Anwendung des Hilfssatzes (2) des $ 1, p. 103 können wir dann die Kurven 


C;lt,,)= © und Gilteu+n) = 6?"+P in einen Ringbereich einbetten, so daß seine Rand- 


2(”+1) 


9 . € 
kurven von 67 und & einen Abstand < -_ 


2 
kurven dieses Ringbereiches als eine Kurve @7"', so hat, wie leicht einzusehen ist, 


haben; wählen wir die eine der Rand- 


die Kurvenfolge €; die in (II) geforderten Eigenschaften. 

Satz la: Zwei einfache Kurvensysteme {&;} und {RK} (i =1,...,n) sind dann 
und nur dann isotop, wenn sich jedem ®; eineindeutig ein ihm isotopes Sr zuordnen läßt. 

Beweis: A. Die Notwendigkeit der Bedingung ist trivial. 

B. Das Hinreichen der Bedingung weisen wir durch vollständige Induktion nach; 
offenbar ist nämlich der Satz für n = 1 wahr; wir können also annehmen, daß er für 
alle einfachen Kurvensysteme wahr ist, die aus weniger als n Kurven bestehen, und 
haben ihn daraus für Kurvensysteme zu folgern, die aus n Kurven bestehen. 

Es liegt eindeutig fest, welches $; einem 6; zuzuordnen ist, wenn es kein zu diesem 
(6; isotopes @; gibt; wenn dies aber nicht der Fall ist, haben wir noch eine bestimmte 
Zuordnung festzulegen. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, 
daß die Kurven @,,...,&, und $,..., 8, untereinander isotop sind. Dann gıbt es 
f(&,) und f($) (=1,...,a) mit gleichen Endpunkten; unter diesen findet sich 
eines, etwa f(C,) [bezw. f($,)], so daß links von ihm kein f(&,)[f( 8,)] mehr liegt; von 
diesem aus zählen wir die f(E,)[/( 8,)] von links nach rechts und ordnen die mit gleicher 
Nummer einander zu. Es ist offenbar, daß sie nur in dieser Reihenfolge durch eine 
Systemisotopie ineinander übergeführt werden können. 

Wir haben jedem € eineindeutig ein ihm isotopes fl zugeordnet; die Numerierung 
der $t werde so gewählt, daß jedem @, gerade $; zugeordnet wird: die natürliche Nume- 
rierung !). 


‘) Hier sieht man, daß der Satz für gerichtete Kurven falsch wäre, und zwar immer, wenn durch 
die natürliche Numerierung ungleich gerichtete Kurven einander zugeordnet werden. 








up Er A = 
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Wir bemerken noch, daß dann und nur dann ein f(C;) und ein /(E,) gleiche End- 
punkte haben können, wenn das 6; dem 6; isotop ist, da die &; ja einfach sind. 

Der Beweis wird jetzt so verlaufen, daß wir das System @,,..., &„_, irgendwie 
topologisch in $,,. . ., Stn-ı deformieren, was wir nach der Voraussetzung der vollstän- 
digen Induktion können, dabei aber gleichzeitig C„ so topologisch deformieren, daß 
es nie mit den übrigen & Punkte gemein hat, und daß wir zum Schluß €, aus seiner 
Endlage in $t„ überführen, womit dann die vollständige Induktion geleistet sein wird. 

(5) Sei {Ri} ein System untereinander fremder Ringbereiche auf ‘5, weiter U; die 
eine Randkurve von NR,;. schließlich & eine einfache Kurve auf % derart, daß sie mit keinem 
U; Punkte gemein hat. Dann gibt es eine topologische Deformation: GC —Ü, so daß & 
mit keinem WR, Punkte gemein hat, und so daß kein Zwischenstadium dieser Deformation 
mit irgendeinem NW; Punkte gemein hat. 

Sei nämlich 8; die zweite Randkurve von R;; in U sei weiter /(R;) die von einem 
U), f{B:) mit gemeinsamen Endpunkten berandete Menge von über NR; gelegenen 
Punkten. Nach Voraussetzung haben irgendzwei f(R) keinen im Endlichen von U 
gelegenen Punkt gemein. Wegen Hilfssatz (1) des $ 1. p. 103 gibt es ein e > 0, so daß 
jedes /(W;) von jedem f(B;), jedes f(W;) von jedem f(x), jedes f(B;) von jedem f(B;) 
und jedes Paar äquivalenter Punkte voneinander einen Abstand hat, der > e ist. Nach 
Hilfssatz (2) des $ 1, p. 103 können wir jedes ®; auf % in einen Ringbereich B; ein- 


" € rn Ds 
betten, dessen Ränder von %; einen Abstand < — haben. Da _— <e ist, muß einer 
5 5 


der beiden Ränder von B; ganz im Innern von ®R; gelegen sein; der andere Rand von 

B; seı ©. Nach Hilfssatz (2) des $ 1. p. 103 können wir wieder ©; in einen Ring- 

bereich S; einbetten, dessen Ränder von ©; ebenfalls einen Abstand = haben. 
J 

Einer der Ränder von S$; liegt notwendig ganz im Innern von R; — Bi; der andere sei 

Q. Sei weiter KR = R;-+ B;- S; und f(R}) analog wie oben f(R;) gebildet; dann 


sind die f(R’) alle untereinander fremd, da 2 = x £ ist: also sind die R; ebenfalls 


Ringbereiche auf % (cf. Figur 5. p. 112). 

1. Fall: Liege & ganz im Innern eines R;:;: dann beranden E und %,, sowie 
Q; und ©; je einen Ringbereich; es gibt also eine topologische Deformation, die & ın 
©; = € überführt, und die den Anforderungen von (5) genügt. 

2. Fall: Es gebe wenigstens einen Punkt P auf €, der ım Innern keines Rt; 
gelegen ist; wir wählen in U ein € = P,P, so aus, daß P,. P, über diesem ? liegen. 

Sei auch f(R; -- B;) analog definiert wie oben f(R:). 

Unter einem kritischen Bogen des 6 — und damit auch von G — verstehen wir einen 
einfachen, zusammenhängenden Kurvenbogen, der 

1. von den Endpunkten abgesehen, ganz im Innern eines f(R:) verläuft und 

2. mit dem Innern oder wenigstens mit dem Rande des zugehörigen (Wi -- Bi) 
Punkte gemein hat. 

Durchläuft man einen solchen kritischen Bogen vom einen Ende bis zum andern. 
so trifft er — da wir es mit abgeschlossenen Punktmengen zu tun haben — in einem 
Punkte zum ersten, in einem andern zum letzten Male mit f(S;) zusammen. 

Der von diesen beiden Punkten begrenzte Bogen von f(S;) heißt der zu dem kritischen 
Bogen zugehörige Bogen von f(&:). 

Analog wird der zu dem kritischen Bogen zugehörige Bogen von f(®;) bestimmt. 

Es kann nur endlich viele kritische Bogen von CE geben. 








112 Baer, Isotopie von Kurven auf Flächen. 


Denn wegen Hilfssatz (1) des $ 1, p. 103 haben die /(®;) von den zugehörigen 
f(®:) einen Abstand a; > 0; sei a= Min. a, also positiv; dann ist die Länge!) eines 


kritischen Bogens = 2a >0; da aber die kritischen Bogen untereinander keine inneren 
Punkte gemein haben, und da ® eine endliche Länge !) A hat, so kann es höchstens 


n kritische Bogen geben. Unser Hilfssatz (5) wird also bewiesen sein, wenn wir 


eine topologische Deformation von & angeben, die ganz im Innern von %; verläuft — 
höchstens ®; eingeschlossen —, und durch die die Zahl der kritischen Bogen ver- 
mindert wird. 

Es entsteht jetzt eine Schwierigkeit dadurch, daß die zu kritischen Bogen zuge- 
hörigen Bogen von f(&;) nicht untereinander fremd zu sein brauchen; allerdings wird 
von zwei zugehörigen Bogen, die Punkte gemein haben, der eine ganz im Innern des 
andern liegen, da ja E einfach sein soll. 


Wir suchen unter den zu kri- 


/(C) 
u tischen Bogen zugehörigen Bogen 
fE) vie) / von f(&;) einen „innersten“ /,/, 
7 et aus, d. i. ein solcher, in dessen 


Innern sich 1. kein zugehöriger 
Bogen von f(&;) mehr findet und 
2. auch nicht Punkte, die zu denen 
eines zugehörigen Bogen von f($,) 
äquivalent sind; diese Auswahl 
muß möglich sein, da es nur endlich 
- viele kritische Bogen von & gibt. 
Weiter sei X, K, der kritische 
Bogen von €, zu dem /,/, gehört; 
A) die Bezeichnung sei so gewählt, daß 
Figur 5. auf dem kritischen Bogen K, durch 

I, von /, getrennt wird. 

Es kann von unserem kritischen Bogen verschiedene Bogen von f(C) geben, die 
mit dem zu K,K, zugehörigen Bogen von f(®;) Punkte gemein haben, aber keinen, 
von unserem kritischen verschiedenen, Bogen von f(®), der Punkte mit dem zugehörigen 
Bogen /,/, von f(&;) gemein hat. 

Man kann jetzt im Innern des „Vierecks“ X,K,/,/, von der „Kante“ A,/, zur 
„Kante“ X,/, einen einfachen Bogen E,E, so zeichnen, daß er 1. außer E,, E, keinen 
Punkt mit einem f(&) gemein hat, und daß 2. die aus diesem neuen Bogen E,E, und 
dem zusammenhängenden Bogen E,E, des kritischen Bogen gebildete einfache, ge- 


























schlossene Kurve € ganz im Innern eines Fundamentalbereichs von U liegt; es ist dies 


wegen der Wahl von e möglich. € liegt also über einer einfachen, geschlossenen Kurve 
E auf %, die wegen (F) homotop null ist. Wegen Hilfssatz (1) des $ 2, p. 106 gibt es 
dann eine ganz im Innern des von € berandeten Elementarflächenstücks verlaufende 
topologische Deformation der beiden Bogen E,E, ineinander; es gibt also eine topo- 
logische Deformation von €, die die Zahl der kritischen Bogen um eins vermindert und 
den übrigen Anforderungen unseres Hilfssatzes (5), p. 141 genügt, der hiermit also be- 
wiesen ist. 


Y, An sich brauchen unsere Bogen keine „(endliche) Länge“ zu besitzen; es ist aber stets möglich. 
sie durch Polygonzüge, für die dies zutrifft, beliebig gut zu approximieren. 
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(6) Seien {&} und {KR} (Ü =1,...,.n) zwei einfache Kurvensysteme, so daß 

1. je & und St; ısotop sind, 

2. die 8; in natürlicher Numerierung vorliegen (cf. p. 110), 

3.6 = K fürı=i,..,n —1 ist. 

Dann gibt es eine topologische Deformation, die C,„ in $, überführt, ohne daß dabei 
eines der übrigen $; berührt wird. 

Zum Beweis dieses Hilfssatzes betrachten wir ein /(@,„) und ein /(8,„) mit gemein- 
samen Endpunkten. Nach Voraussetzung hat keines der f(R;) mit f(C„) oder f(R,) 
oder den von f(&,) und f($„) gemeinsam berandeten Gebieten von U endliche Punkte 
gemein; wir können also den Zusatz 2 zu Satz 1, p. 109 anwenden, d.h. es ist €, in 
der gewünschten Weise in $„ deformierbar. 

Aus den beiden oben bewiesenen Hilfssätzen (5) und (6) folgt aber unser Satz; 
denn unter Berücksichtigung der Definition (II), p. 110 der Isotopie einfacher Kurven- 
systeme und unter der Voraussetzung, daß unser Satz für Systeme von n — 1 Kurven 
wahr ist, folgt aus Hilfssatz (5), daß wir unser Kurvensystem durch eine topologische 
Deformation in eine vom Hilfssatz (6) geforderte Lage bringen können; aus Hilfssatz (6) 
und durch Anwendung des Prinzips der vollständigen Induktion folgt dann unser Satz, 
q. e.d. 

Aus unserm Satz la und aus Saiz 1, p. 106 folgt sofort der 

Zusatz 1: Zwei einfache Kurvensysteme sind dann und nur dann isotop, wenn sie 
homotop sind (cf. Teil I, p. 246). 


Aus dem Beweise unseres Satzes (cf. besonders Anm.!), p. 110) folgt der 


Zusatz 2: Sind die Kurven 6; und $li gerichtet, so sind diese einfachen, gerichteten 
Kurvensysteme dann und nur dann isotop, wenn die durch die natürliche Numerierung 
(ef. p. 110) der ungerichteten Kurven zugeordneten Kurven auch als gerichtete isotop sind. 


S 3. Zusammenhang zwischen Kurven- und Flächendeformation. 


Sei € eine einfache Kurve auf %, d.h. topologisches Bild der ebenen Kreislinie. 
ö eine Deformation von ® in sich; weiter sei €, eine andere einfache Kurve auf %, die 

1. von & einen Parameterabstand!) <e> 0 hat und 

2. mit G einen Ringbereich R auf 7 berandet, also mit €, keinen Punkt gemein hat. 

6 heißt dann e-zwirnbar, wenn es ein solches €, gibt, daß öauf R erweitert werden 
kann, d.h. wenn es eine topologische Deformation ?) — die e-Zwirnung von & — von 
R gibt, bei der 

1. €, in Ruhe bleibt und 

2. ö auf E ausgeübt wird. 

(Z) Zu jedem e > 0 und jeder Deformation ö von & in sich gibt es eine e-Zwirnung 
von & auf jedem Ufer von ©. 


Beweis: Da @ einfach ist, läßt sich ein Ringbereich R angeben, in dessen Innern 
& gelegen ist, so daß € von den beiden Randkurven &;(i = 1,2) von R je einen Para- 
meterabstand < e hat und mit G; einen Ringbereich R; berandet (cf. Hilfssatz (2) des 


s1, p. 103). Wir bilden dann ®; auf einen ebenen Kreisring R; topologisch ab, der von 
zwei konzentrischen Kreisen vom Radius R bzw. R; berandet wird. Hierbei sei der 
Kreis vom Radius R[R;] Bild von C[C;]. Jede Deformation von R; definiert dann 


eine von R; und umgekehrt; ein gleiches gilt von den Randkurven; insbesondere ent- 


!) ef. v Kerekjärtö: 1. c., p. 124. 
?) cf. v. Kerekjärtö: l.c., p. 186. 
Journal für Mathematik. Bd. 1:0. Heft 2. 15 








114 Baer, Deformation von Flächen. 


sprechen sich die identischen Deformationen. Ist also ö das Bild von din R;, so handelt 
es sich nur noch darum, R; zu zwirnen. 

Sei ö(t) in0 <St<1 stetig, für {= 0 gleich der identischen Abbildung, für t = 4 
gleich 6. Sind dann die Punkte von ®; durch Polarkoordinaten r,9@ gegeben, wobei 
Min.(R, R;) <r< Max.(R, R;) ist, so führt öf(t) 

(R, 9) > (R, 9 + y(9, )) 
über, wo y in 9,t stetig ist und in @ die Periode 27 hat. 

Für O0St[{1 sei n(t) durch 


—R; 
(r,9) > (r, P+2— R, y(9, t)) 


gegeben; dann geht über: 
(R, 9) “(Rp + ylpat)), (Ru Yp) > (Ri p). 
7(t) definiert uns also eine gesuchte Deformation 7(1) von R;, q.e.d. 

Satz 2: Zwei einfache Kurven C, und (, sind dann und nur dann auf % isotop, 
wenn es eine topologische Deformation von 75 gibt, die C, in C, überführt. 

Beweis: A. Da durch eine topologische Deformation von % jede Kurve in eine 
ihr isotope übergeht, ist die Bedingung des Satzes hinreichend. 

B. Wir können annehmen, daß €, und @, einen Ringbereich R auf % beranden; 
wäre dies nämlich nicht der Fall, so hätten wir das angegebene Verfahren nur mehr- 
fach, aber endlich oft zu wiederholen !). Seien @, und €, zwei nicht in R gelegene ein- 
fache Kurven, so daß 1. €, mit €, einen Ringbereich R, und €, mit €, einen Ringbereich 
R, berande und 2. R, mit R und R, und ebenso R, mit R und R,, von Randpunkten 
abgesehen, punktfremd ist. Ist dann R, das aus R,, R, R, gebildete Gebiet auf 7, so 
können wir wegen (Z) R, topologisch auf einen ebenen Kreisring R, abbilden, so daß 
die Kurven @;(i = 0,1,2,3) in konzentrische Kreise 8; der Radien A, übergehen. 
Hierbei sei A, <R,< R, <R,. Geben wir jetzt eine topologische Deformation von 
R,in sich an, bei der $,in $, übergeht, während $,, 8, in Ruhe bleiben, so definiert 
diese eine gesuchte Deformation von R, bzw. %. 

Seien die Punkte von R, durch Polarkoordinaten r,@ mit R,<r<RA, und 
0 << 2n gegeben. Führe n(t) 


(r +: Km Rp) für B<r<R, 


(r rt nr ?) für RR<r<R, 





(r,9) > 0<t<i 


über; dann ist, (ft) eine eindeutige, stetige, mit r wachsende Funktion von r und in { 
stetig. n(0) ist gleich der Identität; (1) führt über 
(Ro p) - (Ro Yp), (R,. 9) > (R,, P); (R;, p) au (R;, p), 
ist also eine gesuchte Deformation, q.e.d. 
Aus diesem Satz und dem Satz 1a, p. 140 folgt aber 


Zusatz: Zwei einfache Kurvensysteme sind dann und nur dann auf 75 isotop, wenn 
sie durch eine topologische Deformation von 75 ineinander übergeführt werden können. 


Satz 3: Eine topologische Abbildung von 75 auf sich ist dann und nur dann eine 
Deformation, wenn sie die Familie der inneren Automorphismen der Poincareschen 


t) cf. v. Kerekjärtö: 1. c., p. 190 (die zweite Definition der Isotopie). 











is 
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Fundamentalgruppe von ‘5 induziert, so daß alle Kurven eines kanonischen Schnittsy- 
stems {ai, bi} (Ei =1,...,n) von % in isotope, gleichgerichtete Kurven übergehen (Ver- 
allgemeinerter Tietzescher Deformationssatz) '). 

Beweis: A. Da bei einer topologischen Deformation von % alle Kurven auf % 
in isotope, gleichgerichtete übergehen, und da es stets möglich ist, durch eine Defor- 
mation von % die Ecken des Polygongitters in Ü in ihre Ausgangslage zurückzubringen, 
ist die Bedingung notwendig. 

B. Betrachten wir ein Fundamentalpolygon ® in U, dessen Berandung 


r —1y;—1 
= Haba bi 
ı=] 


ist 2). ® geht bei der vorgelegten Abbildung A in einen Fundamentalbereich P®’ von 
U über, der mit keinem Fundamentalpolygon ® von U zusammenzufallen braucht. Hier- 
bei sei a, ina, übergegangen. Da a; auf % zu a, isotop und gleichgerichtet ist, gibt 
es wegen Satz 2 eine topologische Deformation D, von %, die a, in a, über- 
führt; diese kann so eingerichtet werden, daß die Kante a, von ® in die Kante a, 
von ® übergeht und AD, eine topologische Abbildung von ;% auf sich ist, bei der a, in 
Ruhe bleibt. — Hierbei ist ®’ in einen Fundamentalbereich ®’” übergegangen, von dem 
gilt: 

RP” hat mit ® die Kanten a, unda) ' gemein, sowie alle Ecken und zwar derart. daß die 
Kante c von ® und ihr Bild c’’ auf %’ gemeinsame Endpunkte haben. 

Das folgt leicht aus (F), der Homotopie von c und c’, der Konstruktion von P, 
sowie der Tatsache, daß unsere Abbidlung von % auf sich die Familie der inneren 
Automorphismen der Poincareschen Fundamentalgruppe von % induziert. 


Unterstellen wir jetzt, wir hätten durch analoge Operationen — wie die a, in a, 
überführende — ®’” in ein R® deformiert, welcher Fundamentalbereich mit ® alle Ecken 
und 2rn(n 1) der Ap Kanten gemein hat. Sei dann c eine Kante von ®, deren Bild 


ce” auf R® mit ce nicht zusammenfällt, aber die Endpunkte mit c gemein hat. Diese liegen 
über einem gewöhnlichen c und c’’ gemeinsamen Punkt P, der die Bedingungen des 
Hilfssatzes (3), $ 1, p. 104 und des Zusatzes 1 zu Satz1, p. 109erfüllt, dacund c“ zumindest 
mit a, nur den Punkt P gemein haben können. Wegen des Zusatzes 1 zu Satz 1 
gıbt es also eine topologische Deformation von c® in c, so daß P fest bleibt und kein 


Zwischenstadium mit den 2rn Kanten von ®®, die mit den entsprechenden 2r Kanten 
von ® zusammenfallen, außer ?P Punkte gemein hat. Wir können also c durch eine end- 
liche Kette ... ca,. Cau+ı)... von einfachen Kurven mit c® verbinden, so daß je zwei 
konsekutive Elemente ? gemein haben, außer P mit keinen der schon in richtiger Lage 
befindlichen Kanten von R® Punkte gemein haben und in einem Ringbereich auf 
gelegen sind. Wegen Hilfssatz (3), des $ 1, p. 104 kann man dann im Innern desjenigen 
Ringbereiches, in dem c,, Cau.+1) liegen, eine Kurve @,.:, angeben, die außer ? keinen 
Punkt mit c,,, Cau+1) und den 2n schon in richtiger Lage befindlichen Kanten gemein 
hat. Wegen Hilfssatz (3), des $3, p. 104 können wir dann zwei konsekutive Elemente c,. c,-; 


der so erweiterten Kette in einen gekerbten Bereich mit der Kerbe P so einbetten. daß 
er außer P mit keiner der schon in richtiger Lage befindlichen Kanten Punkte gemein 





!) ef. v. Kerekjärto: 1. c., p. 111, wo sich einige Andeutungen über den Beweis dieses Satzes 
finden. 


°) Wir können annehmen, daß die Kanten von ® geradlinige Strecken sind, da der Satz allgemein 
gilt, wenn er für solche ® gezeigt ist. Hätte nähmlich ®’ nicht die Eigenschaft der Geradlinigkeit, so 
könnten wir es auf Grund des speziellen Satzes in ein geradliniges ® deformieren. 


15* 
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hat. Auf Grund des Tietzeschen Lemmas !) gibt es dann eine topologische Deformation 
von %, die c„in c„+, und also auch eine, die c® in c überführt, bei der aber der Punkt ? 
und alle schon in richtiger Lage befindlichen Kanten in Ruhe bleiben. Durch diese Defor- 
mation geht P® in P@+V über, wo der Fundamentalbereich B+! mit PB alle Ecken 
und 2(n + 1) der Ap Kanten gemein hat. 

Es gibt also eine Deformation D, von 75 derart, daß alle Kanten von ® in die ent- 
sprechenden von ® übergehen; man kann D, so einrichten, daß bei der Abbildung AD, 
von % auf sich die Kurven a;, b; und also auch ® in Ruhe bleibt. Da aber ®ın U topo- 
logisches Bild der Kreisscheibe ist, ist nach dem Tietzeschen Deformationssatz !) AD, 
eine Deformation von ® unter Festhaltung des Randes, also auch eine Deformation 
von %, q. e.d. 

Wir beweisen noch: 


Die Gruppe D der topologischen Deformationen von 75 bildet eine invariante Unter- 
gruppe der Gruppe A aller topologischen Abbildungen von 75 auf sich; die Abbildungstypen 
bilden also eine Gruppe T = A/D.?) 

Wir stellen die Abbildungen von 75 als umkehrbar eindeutige und stetige Funk- 
tionen der Punkte P von % dar. Ist dann d(P) eine Deformation von 7%, so gibt es ein 
d(P,t), das für O<t<1 stetig ist und d(P,0)=P, d(P,1)=d(P) erfüllt. Sei 
/(P) eine beliebige Abbildung von % auf sich; dann ist f(d(f_,(P), t)) für O<t<iın: 
stetig und f(d(/_,(P),0)) = f(f_,(P)) = P, q.e.d. 


t) ef. v. Kerekjärtö: 1. c., p. 186. 
®2) cf. H. Tietze: Monatshefte f. Math. u. Phys. 19 (1908), p. 90. H. Kneser: Math. Zeitschr. 25 
(1926), p. 366. 
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Einleitung. 


Als Koeffizientenbereich sei zugrundegelegt ein endlicher Körper ® mit p, = p"? Ele- 
menten (p Primzahl). Diese letzteren werden wir hinfort durch kleine lateinische Buch- 
staben bezeichnen. 0 bezeichne das Nullelement, 1 das Einheitselement. Nachdem wir 
zu ® die transzendente Größe t adjungiert haben, legen wir unseren Studien als Grund- 
körper f zugrunde den Körper der rationalen Funktionen von t mit Koeffizienten aus ®, 
also die Gesamtheit aller Funktionen 


Am g” 4 Im" + ee ® Q, 


Dez ee 
Die Funktionen von f werden wir hinfort mit kleinen griechischen Buchstaben 
bezeichnen. Eine Funktion von der Form 


Y En EN — ERrerT +6 (mn +0) 


werde eine ganze Funktion genannt. n heißt der Grad von y, die Zahl ps der absolute 
Betrag von y und wird durch |y| = pr bezeichnet. Diese Zahl |y| = p} gibt die Anzahl 





a b, nicht alle gleich 0). 
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der Restklassen der ganzen Funktionen von f mod. y an. Für die Elemente a +0 von 
B gilt |a| = 1. Ferner werde |0| = 0 gesetzt. 

Einheiten in fsind offenbar nur die Elemente «#0 von ®. 

In f herrschen ganz ähnliche Gesetze wie im Körper der rationalen Zahlen. 

Insbesondere besteht ein Euklidischer Algorithmus für die Teilbarkeit der ganzen 
Funktionen, so daß alle Ideale Hauptideale werden. Vor allem gilt die eindeutige Zer- 
legung jeder ganzen Funktion a aus fin ein Produkt von primären Primfunktionen x 


ın der Form: a=antına na, 
wo a ein Element #0 aus ®,7,,7%,...,7, voneinander verschiedene primäre Prim- 
funktionen aus f, a,, a,,..., a, natürliche Zahlen oder O0 bedeuten. Dabei verstehen wir 


allgemein unter einer primären ganzen Funktion y eine solche, bei der der Koeffizient 


der höchsten Potenz von t gleich 1 ist. 
f ist im Sinne der Terminologie von E. Steinitz (dieses Journ. Bd. 137) ein un- 


vollkommener Körper von Primzahlcharakteristik p. 


A. Beliebige algebraische Körper über f}!). 
$ 1. Grundbegriffe und Grundtatsachen. 

Über f als Grundkörper lassen sich in ganz analoger Weise wie über dem Körper 
der rationalen Zahlen algebraische Erweiterungskörper aufbauen. Wir werden uns daher 
größtenteils kurz fassen können. 

Jede Größe A, die einer Gleichung 

mA" + mA" + + =0 
genügt, WO @,..., a, ganze Funktionen aus f sind, heiße algebraisch über f. Ist insbe- 
sondere „ = a=#+0 ein Element aus ®, so heiße A algebraisch ganz oder kurz ganz über k. 
Wie gewöhnlich folgt, daß Summe, Differenz und Produkt zweier algebraisch ganzer 


Größen wieder algebraisch ganz ist. 
Es sei nun © algebraisch ganz über f und 


() Fo) +4. 40-0 
mit ganzen a; die in firreduzible Funktion mit höchstem Koeffizienten 1, die © als Wurzel 
hat. Die übrigen Wurzeln, die mit ©”, '",..., @" bezeichnet sein mögen, heißen die 


Konjugierten zu ©. Indem wir © zu f adjungieren entsteht ein algebraischer Körper 

ft n-ten Grades über f, wobei © die ihn bestimmende (erzeugende) Größe ist. Wie ge- 

wöhnlich folgt dann, daß alle Größen von $ sich eindeutig darstellen lassen ın der Form: 
(2) A=5+,9+,9+:::+-10"", 

WO Gy + + +, %—ı Funktionen aus f sind. Wir werden die Größen von $ hinfort immer 

durch große lateinische oder griechische Buchstaben bezeichnen. Durch die Substitutionen 

(9:@®")i =2,...,n gehen dien —1 zu A konjugierten Größen 


(2 a) ar — dp + a9" + As a +. + 9-1 Oo „4 
durch Ausführung dieser Substitutionen in der Gesamtheit der Funktionen A von $ 
die konjugierten Körper &",..., 8” hervor. Das Produkt 

(3a) N(A) = AA”... A” 


heißt die Norm von A, die Summe 


ı) Zur Zeit der Abfassung der Arbeit lag in der Literatur schon die Arbeit von P. Sengenhorst, 
Über Körper der Charakteristik p, Math. Zeitschr. Bd. 24 (1926), S. 1—39 vor, in der auch algebraische 
Erweiterungen von f betrachtet werden. Der Inhalt der $$ 1,2 meiner Arbeit findet sich dort schon im 
wesentlichen vor. Meine Entwicklungen sind unabhängig von dieser Arbeit entstanden. 
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(3b) S(A)=A+A"+:.:4 A” 
die Spur von A. Norm und Spur von A sind offenbar Funktionen aus f. Ist A alge- 
braisch ganz und N(A) = a, wo a ganz in E ist, so werde 


(3 c) IN(A)| = le] 

die absolute Norm von A genannt. In bekannter Weise werden noch 
(4a) A) =(A—4A")---(A — A”) 
(4 b) bzw. d(A) = 1, AP, am,..., am" ...? 


als Differente bzw. Diskriminante von A eingeführt, wobei letztere wieder eine Funktion 
aus f ist. 

Man zeigt leicht, daß $t auch eine Basis besitzt, d.h., daß es in & n ganze Größen 
Bj. - - ., Bun gibt von der Art, daß jede ganze Größe aus $ eindeutig in der Gestalt 

(9) C=yB, +YyB. +: +MB, 
dargestellt werden kann, wo Y,, Ya, - - , Y%, ganze Funktionen aus f bedeuten. Wir wollen 
uns für später eine solche Basis ein- für allemal festgehalten denken. Das Quadrat der 
Determinante aus den 3; und ihren Konjugierten, das offenbar eine ganze Funktion 
aus f ist, wird die Diskriminante des Körpers $ genannt und geschrieben: 


(6) D = £B....., Bn). 


S 2. Die Idealtheorie in &. 
Die Definition der Ideale, der Hauptideale, ihrer Gleichheit, ihres Produktes, 
ihrer Teilbarkeit und der Primideale erfolgt in der gewöhnlichen Weise. Wir werden die 


Ideale von $ stets mit großen deutschen Buchstaben bezeichnen. 
Fassen wir nun in einem Ideal E alle darin vorkommenden Größen von der Gestalt 


C, = #aBı + #aB; + - 2uBD, 
C, = #1Bı + #aB: + + xuB: 
s=12...,0 
ins Auge, wo die xx, %x. .... ganze Funktionen aus fsind, so erkennt man, daß alle x... x... ... 
ein Ideal in f bilden, da auch yC,.yC,.... mit beliebigem ganzen y ausf zu € ge- 
hören. Da nun in falle Ideale Hauptideale sind, sind alle Funktionen %,. %. - - .. Viel- 


fache einer ganzen Funktion aus f, die gleich dem größten gemeinsamen Teiler aller jener 
Funktionen ist; außerdem muß es in E aber auch Größen der obigen Form geben, in 
denen dieser gr. gem. Teiler wirklich als Koeffizient von 2, auftritt. Es möge etwa (, 
eine derartige Größe sein. Da diese Betrachtung für jedes s = 1,2,...,n gilt. folgt 
leicht wie im algebraischen Zahlkörper, daß die n Größen C,. C. . . .. Cn eine Basis von € 
bilden, daß also alle Größen C von & eindeutig in der Form 


C=yCı +Y2C; ++ Yuln 
dargestellt werden können, WO y7, a - - :. ?„ ganze Funktionen aus f bedeuten. Wir 
merken noch ausführlich an: 
C, = %uBı 


un 
Can = ÜnıBı + %mBa +: + mn Du: 
In üblicher Weise zeigt man, daß aus einer Basis des Ideals € jede andere 


durch eine lineare Transformation derselben mit ganzen Funktionen aus f gewonnen 
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werden kann, wofern nur die Transformationsdeterminante eine Einheit in f, d.h. ein 
Element c+0 von ® ist. Man überzeugt sich auch leicht, daß die Determinante 
A(C,, - - -, C„) aus den C; und ihren Konjugierten sich durch die Determinante A(B,,.. .. B,) 
der B; in folgender Weise ausdrückt: 

(8) ACy::+C.) = |xa| AB, - - -» Bu); 
dabei bedeutet |xx| = %11%a3 - - - “nn die Determinante der x; in (7). 

Ebenso wie bei Hecke, S. 90—93!) gelingt es, den bekannten Satz zu beweisen: 

Satz 1; Zu jedem Ideal W gibt es ein von (0) verschiedenes Ideal ®, so daB A 3 
ein Hauptideal ist. 

Beim Beweise brauchen nur die entsprechenden Wortvertauschungen vorgenommen 
werden. Daraus gewinnt man dann in bekannter Weise die weiteren Sätze: 

Satz 2:1t AB = AG, so ist B = E, wenn A + (0). 

Satz 3: Ein Ideal € ist dann und nur dann Teiler von A, wenn jede Größe von A 
zu & gehört. 

Das aus der Vereinigungsmenge der Größen zweier Ideale \ und B abgeleitete 
Ideal ® spielt wieder die Rolle ihres größten gemeinsamen Teilers: D = (4, 3). 

Jetzt folgt leicht der Satz: 

Satz 4: Wenn für ein Primideal ® gilt: P/AB, so geht PB entweder in WA oder in 3 
oder in beiden auf. 

Daraus folgt, wenn überhaupt, die Eindeutigkeit der Zerlegung in Primideal- 
faktoren. Zum Beweise des Fundamentalsatzes der Idealtheorie ist also nur noch zu 
zeigen, daß ein von (0) verschiedenes Ideal nur endlich viele Teiler haben kann. Dies 
folgt aber ähnlich wie beim algebraischen Zahlkörper folgendermaßen: 

Man zeigt zunächst wie üblich, daß es genügt, die Endlichkeit der Teileranzahl 
jedes Hauptideals (a) zu beweisen, wo a als ganze Funktion aus f angenommen werden 
darf. Ein solches Ideal (a) ist nach einem früheren Satze nur durch solche Ideale teilbar, 
in denen a vorkommt. Es seinun XV = (A,...., A„) ein Teiler von (a), es komme also 
ain A vor. Nun ist 

(9) (Ay. An) = (A... Ana) = (A, — Ca, A, —Cya,..., An —Cna,a) 
für beliebige ganze C, aus 8. Nun läßt sich offenbar zu jeder ganzen Größe 
A=qa,B,+:::+ „Bneine ganze Größe M = u,B, + ::: + unBn so bestimmen, daß in 

(10) A—aM= (1 —am)B, +: + (an — am)Bn 
die n ganzen Funktionen a — a m aus von kleinerem Grade werden als a. Unter diesen 
Größen, die wir für den Augenblick „reduziert mod. a“ nennen wollen, gibt es nur p{* 
verschiedene, wenn die ganze rationale Zahl a den Grad von a angibt. Wir können daher 
oben die C,,,. . ., C„n so wählen, daß alle Größen A; — C;a in (9) mod. a reduziert werden. 
Die n Größen A; — C,a gehören dann einer nur durch a bestimmten endlichen Menge 
von Größen aus $ an, können also auch nur zu endlich vielen verschiedenen Idealen A 
Anlaß geben, d.h. (a) hat nur endlich viele Teiler, w. z. b. w. 

Jetzt folgt wie gewöhnlich der Fundamentalsatz der Idealtheorie: 

Satz 5: Jedes von (0) und (1) verschiedene Idealin K läßt sich auf eine und (von der 
Reihenfolge abgesehen) nur eine Art als Produkt von Primidealen darstellen. 

Jedes Primideal ® geht natürlich in einer und nur einer Primfunktion x aus f auf. 
Es gibt daher unendlich viele Primideale Bin &. 

Wie gewöhnlich lassen sich noch die Sätze herleiten: 


»E. Hecke, Vorlesungen über die Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig 1923. Im folgenden 
zitiert mit: Hecke. 

















Rauter. Zur Theorie des Galoisschen Körpers. 121 


Satz 6: Sind W, 8 von (0) verschiedene Ideale, so gibt es stets eine ganze Größe 2, 


für die (2,AB) = N. 
Satz 7: Jedes Ideal X läßt sich als größter gemeinsamer Teiler von zwei Größen 
des Körpers $& darstellen: AU=(Q,A). 


$ 3. Kongruenzen und Restklassen nach Idealen. 


A=0 mod. X bedeute wieder, daß A in A vorkommt; wie üblich wird auch die 
Kongruenz zweier Größen mod. X und die Restklasseneinteilung mod. W definiert. Es 
besteht der 

Satz 8: Die Anzahl der Restklassen mod. X ist endlich. Ihre Anzahl werde mit 
IN(X)| bezeichnet und absolute Norm von U genannt. Ist C,,C,,.. ., C„ eine Basis von A 
mit der durch die Gleichungen (7) gegebenen Darstellung, so ist 

(11) INA] = |%ı1 %2 ° ° “m|- 

Beweis: It A=a,B, +@B, + ::-+ B„ eine beliebige ganze Größe aus $, 
so läßt sich eine ganze Funktion w„ aus fso finden, daß &% = Un%nn + 0m und | | < | &n | 
wird. Dann ist 

A— men =aBı ++ a-ıBan-ı + OonBn 
eine ganze Größe aus 8 aus derselben Restklasse mod. A wie A, nur daß jetzt |o| < |#m |. 
Wird jetzt Wn_-ı aus %-ı = Un-ı%n—ı,n-ı + On—ı So bestimmt, daß |u-ı|< |n-ı.n—ı |) 
so wird 
A— Un-ı Can — Un En — a, B, u u - An. n—2 + On-ı B.-ı + On Du 

wieder eine ganze Größe aus fin derselben Restklasse mod. A wie A. Durch Fortsetzung 
dieses Verfahrens erkennt man nun sofort, daß jede ganze Größe A aus $? mod. W kon- 
gruent ist einer und nur einer Größe der Art 0,8, +: + nBn: 


A=0,B, + 0B, + ::: + Bu mod. W, 


wobei die Koeffizienten die Nebenbedingungen |o;| < |x«|,Ü = 1...., n erfüllen. Daraus 
folgt, daß die Anzahl der Restklassen mod. W gleich 
INA | = I! I%2l °°  1%mn| = [#1 oe - > > %un| 


ist, w. z. b. w. 

Durch Konstruktion eines geeigneten Repräsentantensystems für die Restklassen 
mod. 93 beweist man leicht den 

Satz 9: Für zwei Ideale WA, 8 gilt stets 

(12) INABI = INWIINB)|, 
d. h. die absolute Norm des Produktes zweier Ideale ist gleich dem Produkt der absoluten 
Normen der einzelnen Ideale. 


Jedem Ideal X = (A,, Aa... ., An) können wir im Sinne der Formentheorie von 
Kronecker die Form A,u, + Agu, + ::: + A„u„ zuordnen, wobei an Stelle von u,,...., Un 
beliebige Potenzprodukte von u,,..., un treten können. Umgekehrt liefert jede solche 


Form mit den Koeffizienten A,,..., An das Ideal X = (A,...., An) als größten gemein- 
samen Teiler jener Koeffizienten. Wir nennen, wie üblich, das Ideal \ den /nhalt der Form. 
Man beweist leicht wie sonst, daß der Inhalt des Produktes zweier Formen gleich dem 
Produkte ihrer Inhalte ist. 

Es sei nun C,,C,,...,C„ eine Basis des Ideals X mit der Darstellung (7). Bilden 
wir dann die Form 


y=C,u + Cau, +: + On: 
so ıst 


Journal für Mathematik. Bd. 159. Heft 2. 
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7 500729 1° GNEPEMEREN 
Bay = AnıC, + ae + AnnCn; 
wo die A;x lineare Formen der u; mit ganzen Koeffizienten aus E bedeuten. Man 
zeigt, ebenso wie bei Hilbert !), S. 190, daß die Determinante |/.| eine Einheitsform 
ist, d. h. daß ihr Inhalt gleich (1) ist. Nach dem Multiplikationstheorem der Determi- 
nanten ist dann 




















‚B, Y, weww 2 B. Y | An . Aın C,, ..;. En 
ee a es en 

Bi” vw”, .. y” Ani Am | IC... er 
yy'’...ymMA(B,,-:., Ba) = |Ar| || A(B, - - -; Ba), 
(14) N(y) = yy”’  y9 = | Ar | [ir | = | Are | #11 %22 ° ° ° uns 


d. h. aber der Inhalt von N (y) ist gleich x#,, #22 ‘ ' ‘#nn- Wir werden daher zweckmäßig 
das Produkt %} : : :*#nn als Norm von W einführen und schreiben: 


(15) N(A) = %ı m |*ul- 
Man erkennt jetzt nachträglich, daß der Betrag der Norm von X gleich der absoluten 


Norm von X ist. Ferner folgt sofort als Ergänzung von Satz 9, daß das Produkt der 
Normen zweier Ideale A und ® gleich der Norm ihres Produktes ist: 

(16) NAB) = NA) N(B). 

Da die Norm von U, wenn man verschiedene Basen zuläßt, nur bis auf eine Einheit in f 
bestimmt ist, können wir sie dadurch eindeutig festlegen, daß wir sie primär annehmen. 

Die Norm eines Primideals ® muß eine Potenz der Primfunktion x aus f sein, in 
der ® aufgeht: N(P) =’. Wir definieren dann den Exponenten f als den Grad des 
Primideals ®. Offenbar ist dann auch |N(®)|= |x|. Wir werden in Zukunft der Ein- 
fachheit halber die absolute Norm eines Ideals X einfach durch |W| bezeichnen. 

Die |P| —1 zu einem Primideal P® teilerfremden Restklassen mod. ® bilden 
offenbar bei Komposition durch Multiplikation eine Abelsche Gruppe von der Ordnung 
IB|—-1 = |z]'—1, von der man nachweisen kann, daß sie zyklisch ist. Aus der 
Gruppeneigenschaft folgt sofort der Fermatsche Satz: 


Satz 10: Ist ® ein Primideal vom Grade f, so genügt jede ganze Größe des Körpers 
X der Kongruenz 


(17) A?! = Al"! 4 mod. $. 

Bezeichnen wir mit y(W) die Anzahl aller zu einem Ideal X teilerfremden Rest- 
klassen, so ist zunächst y(®) = |P| —1 = |x]'—1; wie auch sonst leitet man leicht 
die weitere Formel ab: 

(18 ) = /XA| (1 — 1 — 1 — 

Ä 10 
wenn B,, Ba; - - : , Pm die verschiedenen in A aufgehenden Primideale sind. 
Daraus folgt als Erweiterung des Fermatschen Satzes: 
(19) APP — 4 mod. A 


für jede ganze Größe aus $. Wie sonst beweist man noch leicht die Sätze: 

Satz 11: Eine Kongruenz m-ten Grades nach dem Primideal ® besitzt höchstens 
m mod. % einander inkongruente Lösungen. 

Satz 12: Wenn W,,..., U Ideale bedeuten, von denen stets je zwei zueinander 


ı) D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkörper, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung Bd. IV, zitiert mit: Ailbert. 
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prim sind, und wenn A,,.. ‚Am beliebige ganze Größen aus f# bedeuten, so gibt es 
eine ganze Größe 2, die den Kongruenzen 
(20) 2= A, mod. A,-:., Q= A„ mod. A, 


gleichzeitig genügt. 

Diejenigen zu ® teilerfremden Restklassen, die durch ganze Funktionen aus f 
repräsentiert werden können, bilden offenbar eine Untergruppe in der Restklassengruppe 
mod. ® von der Ordnung |z| —-1, denn die Funktionen eines Repräsentantensystems 
mod. zinf können auch als Repräsentanten mod. ® in fi gewählt werden. Daher sind 
damit schon alle zu ® teilerfremden Restklassen erschöpft, wenn ® ein Primideal 
1. Grades ist. Im anderen Falle bilden diese Restklassen eine echte Untergruppe der 
Restklassengruppe mod. ®%. 

Liegt eine Funktionskongruenz 


(21) f{z) = am” + 12" +... +,=0 mod. B 
Vor, WO Am; Am, + +», a9 ganze Funktionen aus f bedeuten sollen, so folgt durch Erhebung 


in die | |-te Potenz, unter Berücksichtigung des Umstandes, daß für jedes ganze a 
aus f gilt: a”"!= amod.r, also a fortiori auch mod. ®, und des weiteren Umstandes, daß 


k 
alle Binomialkoeffizienten der Form vi ) (U <. p*) mindestens durch p teilbar sind und 


alle Größen pa gleich O werden, aus der Kongruenz (21) die weitere: 


(22) [/(a&)]' *' — alrım 4 jmd... + m=0 mod. P 
(22a) [f(x)]/”"= fiel!) = 0 mod. $. 
Daraus folgt der wichtige 


Satz 13: Ist B ein in der Primfunktion z von f aufgehendes Primideal von $, 
und ist die Größe A aus f eine Wurzel der Kongruenz 


(21) Amt? + Am 12" 1+...+,=0 mod. %, 


WO my Amos», ap ganze Funktionen aus f bedeuten, so ist auch A "| eine Wurzel der- 
selben Kongruenz. 

Man überzeugt sich leicht, daß in dem Falle, wo ® ein Primideal von einem Grade 
>32 und A eine Größe aus $ ist, die keiner durch eine Funktion aus f repräsentierbaren 
Restklasse mod. ® angehört, A mod. ® von al” verschieden, A == A" mod. ® ist. 


$ 4. Gebrochene Ideale.') 


Wir können jetzt noch wie üblich gebrochene Ideale einführen: 

Definition: Ein System 5 von ganzen oder gebrochenen Größen aus $& heiße von 
nun ab ein Ideal, wenn mit A und B auch PA + OB bei beliebigen ganzen P, Q aus 
8 zu © gehört und eine feste ganze Größe M +0 in $ existiert, so daß das Produkt 
jeder Größe aus © mit M ganz ist. 

Es folgt auch für gebrochene Ideale die Tatsache, daß sie durch Multiplikation 
mit einem geeigneten ganzen Ideal zu einem Hauptideal gemacht werden können. 

Sind WA und B zwei gebrochene Ideale, so soll die Ausdrucksweise, A teilbar durch 
3, bedeuten, daß 5 ein ganzes Ideal ist. 


Die 1 kommt in allen und nur solchen Idealen vor, welche das Reziproke eines 


ganzen Ideals W, d.h. gleich = sind. 


—. 





!) Vergl. Hecke, S. 113—11b. 


16* 
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Ist das Ideal & als Quotient von zwei ganzen teilerfemden Idealen A und 8 dar- 
gestellt, so definieren wir als Norm von ©: 


_ Na) Bi. 
(23) N(®) = N(®) ’ wenn © = B 
Es gilt wieder N(®,6,) = N(©,) N(&,). 
Auch für gebrochene Ideale & = (A,. As... , An) gilt 





© 
a, M6=-7B....B) 
analog zu (8), wenn B,, B,,....B„ eine Basis von # bedeutet. 


$5. Differente und Diskriminante von 8. 
Ebenso wie bei ecke, S. 131-133 kann man die Differente D des Körpers 


einführen durch den 
Satz 14: Die Menge der Größen M in $t, wofür die Spur 


S(MA) = I m“ A®" = ganze Funktion aus ! 
i=1 
wird bei jeder Größe A aus einem beliebigen Ideal W, bildet ein Ideal M. Dabei ist 
MA ein von A unabhängiges, allein durch den Körper $ bestimmtes Ideal, welches 
das Reziproke eines ganzen Ideals ® ist. Eine Basis von m wird gebildet von den 
n Größen M,,..., Mn, die nebst ihren Konjugierten durch die Gleichungen 


(25) :S(M;Aı) = & (u, k=1,2,...,n) 
bestimmt sind. Dabei ist Y = (A,, Az, ... , An) und &; =1, wenni =k, sonst ex =). 
Es besteht ferner die wichtige Beziehung: 
(26) N®) =D = 42(B,...., B.)- 


Dies so definierte Ideal D heißt die Differente oder das Grundideal des Körpers . 

Es gilt ferner der 

Satz lö: Wenn ein Primideal B aus $ in höherer als erster Potenz in einer 
Primfunktion z aus f aufgeht, so ist ® ein Faktor der Differente. Es kann also nur 
endlich viele Primideale ® dieser Art geben. 

Beweis: Es gelte in $ die Zerlegung 


(r) = PA, wo (AU,P)=1, e>2. 
Wegen der schon hervorgehobenen Eigenschaft der Binomialkoeffizienten macht man 
sich leicht klar, daß ist: 
(27) [S(A)]” = S(A”), r>0 
für jede ganze Größe A aus $, da alle in der Potenz links sonst noch etwa auftretenden 


Glieder mindestens mit dem Zahlfaktor p behaftet sind, also verschwinden. Wählen 
wir nun A gemäß der Kongruenz 


A=0 mod. P’4, 
so ist wegen e>2 
(28) A’=0 mod.n, S(AP)=0 mod.nr. 
Aus (27) folgt aber: 





S(A”) = [S(A)P =0 mod. rn 


(29) $(A)=0 mod.z, wenn A =0 mod. PX. 
Nun sei a eine nicht ganze Funktion aus f mit dem Nenner x: 
a=-f, (u,n) =1. 
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Dann wird nach (29): 
aS(A) = S(aA) ganz, 
wenn A alle Größen von PU, d.h. aA alle Größen von D durchläuft. Dann geht 


nach Definition aber ® in der Differente D auf, w. z. b. w. 


B. Galoissche Körper über f.!) 
Es werde jetzt die Annahme gemacht, daß f# ein Galoisscher Körper über f sei, 


daß also 8 = A’ =.::= A", Jetzt sind @’,.... 9" als rationale Funktionen 
von © mit Koeffizienten aus f darstellbar, etwa 
(30) 9" =5,0, 0" =59,..., 3" —- 0@. 


Wird noch © = s,© gesetzt und die s; als Substitutionen aufgefaßt, so bilden diese 
eine Gruppe n-ter Ordnung, da die aufeinanderfolgende Anwendung von zwei dieser 
Substitutionen wieder eine Substitution ergibt. Diese Gruppe ® der Ordnung n heißt 
die Gruppe des Galoisschen Körpers. Die Idealtheorie in & vereinfacht sich gegen früher 
insofern, als konjugierte Ideale miteinander multipliziert werden können, so daß jetzt 
direkt gesetzt werden kann 


(31) N(A) = AW' a” 
Insbesondere gilt also für ein Primideal ® vom Grade f: 
(31 a) NP)=Ü=-RBP’:--P”. 


Die Theorie des Galoisschen Körpers wird nun beherrscht von dem Fundamentalsatz: 


Zu jeder Untergruppe U von ® gehört ein Unterkörper Su von $? und umgekehrt, 
so daß $u aus der Gesamtheit aller derjenigen Größen von & besteht. welche bei An- 
wendung einer jeden Substitution aus U ungeändert bleiben. 


Ku heißt der zur Untergruppe U von ® gehörige Unterkörper. Ist r die Ordnung von 
U, so ist g = — der Grad von $u über f. Insbesondere gehört $ selbst zu der Gruppe, 


die allein aus dem Einheitselement s, = 1 von ® besteht, der Körper f dagegen zur 
Gesamtgruppe © Zu jeder Untergruppenkette gehört eine Kette von Unterkörpern, 
nach dem Schema 

> u > u >...>u= 


1 
(32) Ei, 5 ! 1, 3 
—<cH <<... <nuR, 


so daß zwei übereinanderstehende Stücke sich gegenseitig bestimmen. Dabei ist die 
„Durchlaufungsrichtung‘“ der oberen Reihe entgegengesetzt der der unteren. 


$ 6. Die zu einem Primideal ® gehörigen Untergruppen und Unterkörper. 


Wir werden im folgenden die Zerlegungsgesetze eines Primideals (x) aus f näher 
untersuchen und dabei eine wohlbestimmte Reihe von Untergruppen und Unterkörpern 
kennen lernen, die für das Primideal ® charakteristisch sind. Dabei ist ® als Primteiler 
von z vom Grade f angenommen. 

Wir leiten nun vom Primideal ® her die folgende Untergruppenkette von ® ab: 


[2 


1.) Es seien z, 2’, 2”.... alle diejenigen Substitutionen von & von der Anzahl r,, 
welche das Primideal ® oder auch die Restklasse = 0 mod. ® invariant lassen. Sie 





‘) Zu Abschnitt B vgl. Hilbert. Ausführlicheres und methodisch vielfach anderes bringt H. Hasse, 
Bericht über neuere Untersuchungen . . . aus d. Th. d. algebr. Zahlkörper, Jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung Bd. XXXVI. Teil Ia, $ 8. 
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bilden eine Untergruppe von & von der Ordnung r;, welche die Zerlegungsgruppe des 
Primideals ® genannt und mit U, bezeichnet werden möge. 

2.) r,r’,t’,... seien sämtliche Substitutionen von © von der Art, daß ihre An- 
wendung die sämtlichen Restklassen mod. ® invariant läßt oder daß für jede beliebige 
ganze Größe A von $ die Kongruenz r A= A mod. B erfüllt ist, ihre Anzahl r,. Auch sie 
bilden offenbar eine Untergruppe von & von der Ordnung r,, die außerdem, wie ein 
Vergleich mit der Definition der Zerlegungsgruppe sofort lehrt, genauer eine Unter- 
gruppe der Zerlegungsgruppe wird. Diese Untergruppe werde die Trägheitsgruppe des 
Primideals ® genannt und mit U, bezeichnet. 

3.) Wir betrachten weiter die Substitutionen v,, v,, ti ,... von ®, welche sämt- 
liche Restklassen mod. ®? invariant lassen; ihre Anzahl sei r,. Sie bilden wieder eine 
Untergruppe von ®, genauer eine Untergruppe der Trägheitsgruppe, die die erste Ver- 
zweigungsgruppe des Primideals ® genannt und mit U,, bezeichnet werde. Wir können 
sie auch folgendermaßen definieren: Bedeutet /7 eine feste durch ® aber nicht durch 
P° teilbare Größe des Körpers $, P eine primitive Wurzel mod. ®P, so ermitteln wir für 
alle Substitutionen r der Trägheitsgruppe die Kongruenzen 


II = P*II 
(33) vIT=P"]I | mod. P?, 
wo a,a',... Zahlen aus der Reihe 0,1,2,...,|2]'—2 bedeuten. Diejenigen dieser 


Substitutionen, deren zugehörige Exponenten a = (0 werden, sind die Substitutionen 
der ersten Verzweigungsgruppe. 

4.) Indem wir auf dem durch 2.) und 3.) beschrittenen Wege weitergehen, ge- 
langen wir zur k-ten Verzweigungsgruppe des Primideals ®%. Sie ist dadurch definiert, 


daß sie die sämtlichen Restklassen mod. B"*" einzeln invariant läßt. Sie werde durch 
U,, bezeichnet. Offenbar ist U,, eine Untergruppe von 1l,, ,. Diese Untergruppenkette 
von ® bricht, wie sich zeigt!), nach einer endlichen Anzahl von Schritten ab, indem eine 
Verzweigungsgruppe, etwa die g-te, gleich ss, =1 wird: W,, = sı =1. 

Dem Fundamentalsatz der Galoisschen Theorie entsprechend erhalten wir nun 
ohne weiteres die entsprechende Körperkette der eben definierten Untergruppenkette: 


1’.) Den zur Zerlegungsgruppe des Primideals ® gehörigen Zerlegungskörper des 
Primideals ®. Er hat den Grad g,= - über f und werde durch $, bezeichnet. 


z 


2'.) Den zur Trägheitsgruppe des Primideals ® gehörigen Trägheitskörper des 
Primideals 8. Bezeichnung: $,, Grad: g, = =. $%, ist Oberkörper von $.. 


T 
3.) Den zur ersten Verzweigungsgruppe U,, gehörigen ersten Verzweigungskörper 


des Primideals ®. Bezeichnung: K,„, Grad: g, = — \ 


v, 


4.) Den zur k-ten Verzweigungsgruppe U,, gehörigen k-ten Verzweigungskörper 


des Primideals ®. Bezeichnung: $.,, Grad: g, = —. Zuletzt wird: 8, = 8. 


v 
Der Übersicht halber seien die beiden Ketten noch einmal untereinandergeschrieben: 


(Hetbzu,—U 2..2W2..24=1 


9 


(34) 
(\IS8.=-8,592..358,23..5 =8. 


ı) Vgl. Hasse, a. a. 0. S. 249, (10.). 
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Es wird im folgenden unsere Aufgabe sein, die Eigenschaften der eben definierten 
Gruppen und Körper und ihre Bezienungen zueinander aufzudecken, immer unter Be- 
rücksichtigung des Fundamentalsatzes. 


S’. Die zum Primideal ® gehörigen Untergruppen von ©. 
a.) Die Zerlegungsgruppe U, und die Trägheitsgruppe 1.. 


Satz 16: Die Trägheitsgruppe U, des Primideals ® ist eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe der Zerlegungsgruppe U,. Die Faktorgruppe U,/U, ist zyklisch von der Ord- 
nung f. Es ist „ = fr.. 

Beweis: Es sei die Größe / aus $t ein Primitivelement mod. ®, das = O nach allen 
zu ® konjugierten und von ® verschiedenen Primidealen sei; seine Existenz folgt aus 
Satz 12. Wir bilden dann die Funktion n-ten Grades von x: 


®(2)= (2 —s,P)(@ —sP)-- (c—mP), 


deren Koeffizienten offenbar ganze Funktionen aus f sind. Da P eine Wurzel der Kon- 


gruenz ®(x)=0 mod. ® ist, genügt nach Satz 13 auch P" derselben Kongruenz. Es 
muß also unter den x Substitutionen s,,...,s„ notwendig eine Substitution s von 
der Art geben, daß sP=P ” mod. T wird. Wäre nun s!%+ %, so würde nach Vor- 
aussetzung die Kongruenz P = 0 mod. s-: ® bestehen, es müßte also auch s? = 0 mod. ® 
sein, was der obigen Kongruenz widerspräche. 


Da also s® = ®, gehört s zur Zerlegungsgruppe. Wir setzen s =z. Wenden wir 
die Substitution z wiederholt auf die Kongruenz zP = P ai an, so ergeben sich die 


weiteren Kongruenzen 2?P = P 1... Pu "= P mod. T. Die letzte Kongurenz 
besagt aber, daß z’ eine Substitution der Trägheitsgruppe ist. Denn jede beliebige ganze 
Größe A von $ kann in der Gestalt A = P* + IT oder A = IT dargestellt werden, wo a 
eine ganze rationale Zahl und // eine durch ® teilbare Größe aus $ bedeutet. Wegen 
!/R = B folgt daraus in der Tat A = A mod. »P. 

Die Kongruenz zP= P'”" oder P=z-1P" mod. B zieht dieandern zP=rP" = Pp*, 
17zP = zrı Pp'"!= P mod. ® nach sich, wo r eine beliebige Substitution der Trägheits- 
gruppe U, bedeutet. Setzen wir 2’ = z=!rz, ıst wieder A eine beliebige ganze Größe 
von 8, A = P* mod. %, so folgt 2’A = (z’P)" = P*= A mod. ®, dieselbe Kongruenz aber 
auch, wenn A = (0 mod. ® ist. Das bedeutet aber, daß 2’ = z7!rz der Trägheitsgruppe 
angehört. 

Man beweist nun leicht ebenso wie bei Hilbert, S. 193, daß für jedes Primitiv- 
element P mod. ® die Kongruenz f(P) = (0 mod. ® niedrigsten Grades mit ganzen Koef- 
fizienten aus t, der P genügt, den Grad f haben muß. Ist nun f(P) diese Funktion 
f-ten Grades von ?P, welche =0 mod. ® ist, so hat nach Satz 13 die Kongruenz 


f(x) =0 mod. ® auch die Wurzeln P,P",...,P ajf-1 
diese Wurzeln. 


Bedeutet nun z* eine beliebige Substitution der Zerlegungsgruppe, so folgt aus der 
Kongruenz f(P) = 0 mod. ® notwendig f(z*P) =0 mod. ®, nach dem vorigen also etwa 
:*P = P'"" mod. ®, wo i einen der Werte 0,4,...,?—1 annehmen kann. Da nach 
früherem aber auch P""— zP war, so wird z-z*P = P mod. RB, es ist also z!z*=r 
eine Substitution der Trägheitsgruppe, d.h. z* = z'r. In dieser Gestalt sind also sämt- 
liche Subsitutionen z, 2’,2”,... der Zerlegungsgruppe darstellbar. Da auch umgekehrt 
*r für i=0,1,...,?—1 lauter voneinander verschiedene Substitutionen darstellt, 
so ist U, zerlegbar in „=U, +zU, + 2?2U, +: + zıll,. also / vordere Rest- 


‚ nach Satz 11 aber auch nur 
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klassen nach U,, d.h. der Index von U, innerhalb U, ist gleich f. : Da ferner 2-17z zur 
Trägheitsgruppe, also auch 2”'rz‘ zu dieser gehört, erkennt man schließlich noch, daß U, 
ausgezeichnete Untergruppe von U, ist. Das sind aber die Behauptungen des Satzes. 


b.) Die Eigenschaften der ersten Verzweigungsgruppe 1... 


Satz 17: Die erste Verzweigungsgruppe U,, ist eine ausgezeichnete Untergruppe 
der Trägheitsgruppe; die Ordnung r,, derselben ist eine Potenz von p, etwa r,, = p". 


"Die Zahl % ist ein Teiler 





Die Faktorgruppe U,/,, ist zyklisch von der Ordnung h = 


v, 


von |z| —1. 
Beweis: Es seien v,, dv}, dy,... die Substitutionen von U,; sie erfüllen nach 
$ 6, 3.) die Kongruenzen 


(35) vIT=INI, wvwN=I,...mod. ®P. 
Setzen wir für eine beliebige Substitution 7 der Trägheitsgruppe an: 
(36 a) ıIT=P'I, t1IT= P"II mod. ®%, 


so folgt durch Anwendung von r-! auf die erste Kongruenz 
rt! = I = (rt! P)* T-1]7 = (tr! P)* P* IT mod. ®%. 
Wird weiterhin 7-1? = P + T’IImod.®P? gesetzt, wobei 7’ eine ganze Größe aus $ be- 
deutet (es muß die erste Potenz von P genommen werden, da 7 P= P mod. ®für jedes 
rt), so folgt weiter (a darf > 1 angenommen werden): 
IT = (P* + aP""! T' IT) P* IT mod. ®? 
— p*+* IT mod. ®°. 


also a’ = — amod. (|| —1), 

(36 b) 7117 = P”"II mod. ®°. 
Wenden wir jetzt v,, irgendeine Substitution von U,, auf die erste Kongruenz (36 a) 
an, so ergibt sich: v,tII = (v, P)* v, IT = P"II mod. P° 


nach Definition der ersten Verzweigungsgruppe. Dann wird 
rtv tl = (e1P)" 7-17 = (P* + aP*"T’IT) P”* II mod. ®%, 
(37) !v,rI/ = II mod. ®%°, 
d.h. aber, r!v,r = v; ist wieder eine Substitution der ersten Verzweigungsgruppe, 
womit die erste Behauptung erwiesen ist. 
Es sei nun ®" die kleinste Potenz von ®, so daß für jede von 1 verschiedene Sub- 
stitution v, der ersten Verzweigungsgruppe die Kongruenz v, //== 1] mod. * gilt!). Setzen 


wir an v, 17 = II + BII? mod. ®?, wo B eine ganze Größe aus $ bedeutet, so rechnet 
man leicht nach, daß sich die Kongruenz ergibt 


(38) YNM=M+(B+wB+wuB+--:+ vB) IT: mod. $° 


Da nın B=v,B=uB=:.:=v} " Bmod.® ist, so ergibt sich für die Klammer 
in (38) B+vB+wuB+--:-+07 B=pB=0 mod. $, 
so daß sich aus (38) 

(39 a) vi IT = II mod. ®° 


ergibt. Aus dieser Kongruenz kann in analoger Weise geschlossen werden: 





!) Die Existenz einer solchen Potenz ®“ folgt ähnlich wie bei Hasse, a. a. O. S. 249, (10.). 
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vo IT = IT mod. P* 
Be anni ne Meere 
u" 77 = IT mod. P*. 


Nach Definition von u muß dann aber m? —1 sein, woraus folgt, daß der Grad 


r,, der ersten Verzweigungsgruppe eine Potenz von p, etwa r,, = p” sein muß. 

Nun bilden aber die Exponenten a,a’,... einen Modul. Denn aus r// = P®II, 
rIT=P*"I, !P=P + TIT mod. ®? folgt offenbar: 

vll = (t’P)'vIT = (P* + aT'I1) P* IT = P*** IT mod. ®%. 

Ist also a der kleinste von O0 verschiedene unter den genannten Exponenten und 
gibt es Ah verschiedene darunter, so müssen sie mit den Zahlen 0, a,2a,..., (k—A)a 
übereinstimmen. Es wird ferner kha= |z|! —1. Ist etwa für die Substitution 7 
zII = P’'II mod. P?, so geht aus den letzten Kongruenzen auch noch hervor, daß alle 
Substitutionen der Trägheitsgruppe in die Gestalt *v, gebracht werden können, wo i 
die Werte 0,1,...,A—1 annimmt und v, alle Substitutionen der Verzweigungsgruppe 
U,, durchläuft. Es ist folglich A der Index von U,, innerhalb U, und 


u, = W+trl, tu, +: +, nr=hr,, 9.0.d. 


c.) Die höheren Verzweigungsgruppen. 


Satz 18: In der Reihe der höheren Verzweigungsgruppen ist U,,,, eine ausge- 
zeichnete Untergruppe von U,. Die Faktorgruppe U,/U.,,, ist Abelsch. Ihre Ordnung 
ist höchstens gleich |}. 

Beweis: Ist U, = U,, so ist Satz 18 trivial. Es sei demnach in der Reihe der höheren 
Verzweigungsgruppen U,, die erste, die eine echte Untergruppe von U,, wird. 

Nach Voraussetzung läßt U,; die Restklassen mod. Pr, aber nicht mehr sämtliche 
mod. P'*" invariant. Wir können daher aus der ersten Verzweigungsgruppe ein System 
m, BERN u von Substitutionen auswählen, daß, wenn die Kongruenzen 

(40) W7=N +B,I,... v”IT=IT + B,IT mod. P*' 
gelten, die ganzen Größen B,,..., B, sämtlich einander mod. ® inkongruent sind und 
auch keine Substitution von U,, zu diesem System A, u hinzugefügt werden kann, 
ohne dieser letzten Forderung zu widersprechen. Bedeutet dann v* eine beliebige Sub- 
stitution der ersten Verzweigungsgruppe U,, und setzen wir v*J7 = IT + BIT* mod. P*, 
so muß B notwendig einer der Größen B,,..., B, mod. B kongruent sein; ist etwa B = B; 
mod. ®, so rechnet man leicht nach, daß dann die Kongruenz v{" "»*J7 = IT mod. P'*’ 
resultiert. Nun werden wir später (Satz 20) beweisen können, daß jede ganze Größe aus fl 
mod. B einer Größe des Trägheitskörpers kongruent ist. Man erkennt daher sofort, daß jede 
ganze Größe ausf!mod.P'*" einem Ausdrucke der Form a; + Br IT + --- +4, IT mod. P'*" 
kongruent ist, wo a, fr, . - ., Ar ganze Größen des Trägheitskörpers bedeuten. Auf Grund 
dieser Darstellung ergibt sich nun unter Berücksichtigung der zuletzt erhaltenen Kon- 
gruenz für jede ganze Größe A aus $ die Folgerung 

(41) Wr yr A= A mod. Pr, 

d. h. aber v®-19* = u; ist eine Substitution aus U,,, oder v* = v®»,. In dieser Form 
lassen sich daher alle Substitutionen aus U,, darstellen, und, wie man sich leicht über- 
zeugt, ein- und nur einmal. Die v(® bestimmen demnach die Nebengruppen von U, 
innerhalb U,, und es ist r der Index von U,,. Ist also r,, = p”* die Ordnung von lU,,. 
so folgt r = pmmi — p“, wenn m, — mi = &. Ferner folgt aus den Kongruenzen (40) 
leicht, daß pfi=r<s IN(P)| = ||! wird, da die Anzahl der Kongruenzen (40) 


nıemals die Restklassenanzahl mod. ® übersteigen kann. 
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Daß U,, eine ausgezeichnete Untergruppe von U,, ist, folgt leicht folgendermaßen: 
Aus dem Ansatz v9, A=4A + V IT‘ mod. ®°*' für eine beliebige ganze Größe A aus fi 
(V ganz in &) folgt leicht die weitere Kongruenz v7 "A= A — (v} "V)IT* mod. P'*", dar- 
aus aber weiter 


vom A=n A+v Vom I’=A—(v" VW) + (vr'V)IT = A mod. Pt, 
d.h. es ist u v;v, = v; wieder eine u aus U, w. z.b. w. 

Es bleibt noch zu beweisen, daß die Faktorgruppe U,/U,, Abelsch ist. Zu diesem 
Zwecke genügt es aber zu zeigen, daß die Kommutatoren von zweien der Substitutionen 
,..., un in U,, liegen, daß also 

(42) ee ee. 
ist. Nun folgen aus (40) leicht die weiteren Kongruenzen 
BIT =IT + (Be+ v®B)IT 
Wo IT=IT + (Bi + v®Bı IT 


Da abe , + WB =B + vu Bi mod. ® ist, weil die vi) die Restklassen mod. P 
ıinvarıiant lassen, so folgt aus (43) und (40) ohne weiteres die Richtigkeit von (42). 

Es ist jetzt klar, daß diese Untersuchungen in derselben Weise weiter fortgeführt 
werden können auf die höheren Verzweigungsgruppen. Ist die g-te Verzweigungsgruppe 
die Einheitsgruppe, so ist die Struktur der Verzweigungsgruppe U,, vollständig bekannt. 
Da die Ordnungen der Verzweigungsgruppen Potenzen von p, die Gruppen selbst aber 
Untergruppen der Galoisschen Gruppe & des Körpers $ sind, die von der Ordnung n 
ist, so leuchtet ein, daß Verzweigungsgruppen nur dann existieren können, wenn der 
Grad n des Körpers $ durch p teilbar ist. 


(43) mod. B'*!. 


S 8. Die zu einem Primideal gehörigen Unterkörper von 8. 
a.) Der Zerlegungskörper. 


Satz 19: Das Ideal p, = ®” liegt im Zerlegungskörper $t, und ist in diesem ein 
Primideal ersten Grades. Im Zerlegungskörper $, wird 


(44) (7) = P,4,, (a,, p,) =1 D 
wo a, ein zu p, primes Ideal ist. 

Beweis: Die Relativnorm des Primideals ® in bezug auf den Zerlegungskörper $, 
ist Ng,(B) = ®”; denn man überzeugt sich leicht, daß die Relativkonjugierten von ® 


zu 8, durch die Substitutionen von U; geliefert werden, da der Grad von $l, = —. 


der Relativgrad von tüber $, daher gleich r, ist; aus 3B = Pfolgt dann die Behauptung. 
Um die niedrigste in $, liegende Potenz des Primideals ® zu ermitteln, denken wir uns 
den größten gemeinsamen Teiler aller derjenigen ganzen Größen von $l, bestimmt. 
welche durch ® teilbar sind. Dieser gr. gem. T. ist im Körper $, notwendig ein Prim- 
ideal p,, und da Pin 8, liegt, so ist p, jedenfalls eine Potenz von ®, etwa p, = P*. Den 
Exponenten u bestimmen wir nun folgendermaßen. Soll eine durch ® nicht teilbare 
ganze Größe A des Körpers & der Kongruenz A =zA mod. ® genügen, und ist etwa A = P' 
mod. ®, wobei z und ? dieselbe Bedeutung wie in $ 7, a.) haben sollen, so muß notwendig 
i = |z|i mod. (x — 1), also i durch (|| + |z]”? + ---+|z| +1) teilbar sein; 
dann gibt es aber nur |x| — 1 mod. ® inkongruente Größen von der gewünschten Be- 
schaflenheit; da diese außerdem eine Untergruppe der Restklassengruppe bilden und 
alle durch ganze Funktionen aus Frepräsentierbaren Restklassen diese Eigenschaft haben, 
wird daher A = a mod. ®, wo a eine ganze Funktion aus bedeutet. Da insbesondere auch 
die Größen Z des, Körpers $, der obigen Kongruenz genügen, da sogar Z = zZ, so folgt. 
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daß jede Größe Z von St, einer ganzen Funktion Z£ aus f mod. ® und damit auch mod. p, 
kongruent ist. Das bedeutet aber, daß p, im Körper $, ein Primideal ersten Grades ist. 
Die Norm von p, im Körper $, ist daher gleich x = N,(p,). Andererseits wird die Norm 
von p, in $ gegeben durch die Formel N (p,) = [X (p.) )]”, und wegen p, =: ®* und 
N(®) =’ folgt somit a“ = n”, also uf = r,, nach Satz 16 also u = r.. 

Aus der Definition der Zerlegungsgruppe ergibt sich N(B) = P’NA, wo (U, B) = 1. 
Setzen wir z = p,a, so wird N(B) =’ = p/al, also a = W, womit Satz 19 vollständig 
bewiesen ist. 


b.) Der Trägheitskörper. 


Satz 20: Der Trägheitskörper ist zyklischer Normalkörper f-ten Grades über dem 
Zerlegungskörper. Jede ganze Größe des Körpers $ ist mod. ® einer Größe des Trägheits- 
körpers kongruent. Der Trägheitskörper bewirkt keine Zerlegung des Ideals p,, sondern 
nur eine Graderhöhung desselben, insofern p, beim Übergang vom Körper $, in den Ober- 
körper $; aus einem Primideal ersten Grades sich in ein Primideal f-ten Grades ver- 
wandelt. 

Beweis: Der erste Teil des Satzes folgt sofort aus Satz 16 unter Berücksichtigung 
des Fundamentalsatzes der Galoisschen Theorie. Um die nächste Behauptung zu be- 
weisen, setzen wir an 

0, = [np up up. pri 

” je tr, ++ tr eo); 

dabei verstehen wir unter P wieder eine primitive Größe mod. ® aus $, unter r die im 
Beweis von Satz 16 verwandte Substitution der Trägheitsgruppe, m, und h haben die 
Bedeutung wie in Satz 17; ! soll schließlich den Grad von x, also |x| = p} bedeuten. Die 
Größe o, liegt dann elsnber i ım Körper $,, die Größe x, im Körper $,. Denn o, bleibt 
bei allen Substitutionen von U,, ungeändert, #, aber bei Anwendung der Substitution 
z, weil * zu Il, gehört, außerdem bleiben aber die Größen o,,To,, T?@,,..., T*1o, bei 
Anwendung einer Substitution aus U, ungeändert, wie sich aus der Eigenschaft von U, , 
ausgezeichnete Untergruppe von U: zu sein, leicht ergibt; beide Bemerkungen zusammen 
ergeben die Behauptung. Die Größen o, und x; sind, wie man leicht einsieht, beide mod. ® 
der Primitivgröße P kongruent. Es gibt somit in $, genau |z!’ mod. ® inkongruente 
Größen; daher muß p, = P" im Trägheitskörper $, unzerlegbar und in demselben ein 
Primideal f-ten Grades sein, p, = p,, N (p,) =’, in leichtverständlicher Symbolik. 


c.) Der erste Verzweigungskörper. 
Satz 21: Der erste Verzweigungskörper ist zyklischer Normalkörper über dem 


Trägheitskörper vom Grade h = Fax Das Ideal p, = — P”' liegt im Verzweigungskörper 


und ist in demselben ein Primideal f- -ten Grades; es findet daher im Verzweigungskörper 
eine Spaltung des Ideals p, =p, = p}, in h gleiche Primfaktoren statt. 


Beweis: Der erste Teil des Satzes ergibt sich aus dem Fundamentalsatz und Satz > 
a - Ng,(®) des Primideals ® bezüglich des Verzweigungskörpers 8, 


„(P) = BP”, also ist =»? "ein Ideal in 8. Daßp, aber auch Primideal ıst, ee 
man a Se ein: Die kleinste Potenz Sy von ®, die in 8, ‚liegt, muß offenbar 
ein Primideal in x, sein, etwap, = P. Wie die Existenz der Größe o,in 8, mito =P 
mod. ® lehrt, gibt es I |’ mod. p’ verschiedene Größen in®,, d.h. aber der Grad von p, 
in 8, ‚ist gleich /. Bilden wir also die Norm von r, =? in 8, so wird 


einerseits N(®") =", andererseits aber Ni (#,) = [N, (P,)] “_ 


17* 
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Durch Vergleich beider Resultate erhält man die Relation u =r, und damit die Be- 
hauptung des Satzes. Aus r, = hr, folgert man schließlich noch p, = p#} , w. z. b. w. 


d.) Die höheren Verzweigungskörper. 


Satz 22: In der Reihe der höheren Verzweigungskörper ist $,,,, ein Abelscher 


Normalkörper über 8,. Das Ideal p, = BP” ist Primideal in $,,; es findet somit in 8. 
eine Spaltung des Ideals p,, ,_ = Pf‘ in p“ gleiche Primfaktoren statt, wenn r, , = p"r., 
gesetzt wird. 

Beweis: Der erste Teil der Behauptung folgt wieder aus dem Fundamentalsatz und 
Satz 18. Der Beweis des zweiten Teils folgt durch ganz ähnliche Betrachtungen wie 
bei Satz 21, denn auch in $t,, existieren | |’ mod. ® verschiedene Größen, da ja 8,, Unter- 
körper von $,, ist. 


8 9. Die Differente ® von 8. 


Wir wollen zum Schluß noch die Umkehrung des Satzes 15 für Galoissche Körper 
beweisen. 
Zu diesem Zwecke fassen wir die Gesamtheit aller Größen 


cCO)=u +19 +, +. +1 o" 
ins Auge, WO Gy Ay Ay. ., %n—ı ganze Funktionen aus f bedeuten. Sie bilden einen 
Integritätsbereich, der mit J(©) bezeichnet werden möge. Die Größe © kann dabei jede 
den Körper & erzeugende Größe bedeuten. 


Satz 23: Alle Größen des Ideals % = ee gehören dem Integritätsbereich J(®) 


an und wenn alle Größen des Ideals A dem Integritätsbereich J(®) angehören, so ist 
durch % teilbar. 

Der Beweis geht formal genau so vor wie bei Hecke, S. 135. 

5; ist daher der gr. gem. Teiler aller Ideale in $, welche nur Größen des Integritäts- 
bereiches enthalten. 7% heißt deshalb auch hier Führer des Ringes. 


Satz 24: Der größte gemeinsame Teiler der Differenten ö(®) aller ganzen Größen 
® in ist gleich der Differente D des Körpers. 

Beweis wie bei Hecke, S. 135 und 136. 

Es mag nebenbei bemerkt werden, daß die bisherigen Betrachtungen des $ 9 unab- 
hängig davon sind, daß $ ein Galoisscher Körper ist. Sie gelten für einen beliebigen 
endlichen algebraischen Körper $t über E. 

Nunmehr gehen wir daran, die Umkehrung von Satz 15 zu beweisen, indem wir uns 
auf Galoissche Körper beschränken: 


Satz 25: Es sei K# ein Galoisscher Körper über f. In der Differente D von 8 gehen 
alsdann nur solche Primideale von & auf, welche in höherer als erster Potenz in einem 
Primelement von f aufgehen. 

Der Beweis kann genau wie bei Hecke, S. 147 geführt werden, indem man nur statt 
n(p), bzw. n(p), n(p)?,...,n(p)' " hier einzusetzen hat: |z| bzw. |x|, |x],.. ., ||”. 








Überblicken wir unsere Studien im Galoisschen Körper über f, so gelangen wir zu 
dem Gesamtergebnis, daß im Galoisschen Körper ® über f im wesentlichen genau die- 
selben Gesetze gelten wie in der Theorie der Galoisschen Zahlkörper und daß die Methoden 
von Hilbert auch hier überall zum Ziele führen. 
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An unsere Mitarbeiter ! 


Es ist unbedingt notwendig, daß alle zur Einsendung gelangenden Manuskripte 
sowohl vollkommen druckfertig, als auch in gut lesbarer, möglichst Maschinen-Schrift 
gehalten sind, wobei die gotischen und griechischen wie überhaupt alle besonderen Typen 
durch Buntstift bezeichnet werden. Nachträgliche Korrekturen verursachen wesent- 
liche Kosten, die sich naturgemäß auf die Preisgestaltung des Journals mit auswirken 
müssen, wenn sie nicht den Herren Autoren berechnet werden sollen. Machen sich 
also aus irgend einem Grunde Text-Änderungen eines Beitrages notwendig, so sind 
diese der Schriftleitung sofort mitzuteilen, wenn sie die endgültige Annahme und 
Weitergabe an den Verlag meldet; Korrekturen nach dem Vorliegen des Satzes dürfen 
sich ausschließlich auf die Verbesserung von Satzfehlern erstrecken. 

Manuskripte. die den eingangs erwähnten Vorschriften entsprechen, ermöglichen 
auch der Schriftleitung eine raschere Prüfung als schwer leserliche und können in- 
folgedessen schneller zum Druck gelangen. 

Im Interesse des schnellen Erscheinens der einzelnen Hefte erhalten die Herren 
Verfasser grumdsätzlich nur eine Korrektur ihrer Beiträge. Da seitens der Schrift- 
leitung die Korrekturen in typographischer Hinsicht sorgfältige Lesung finden und 
die richtige Ausführung der Autor-Korrekturen genau überwacht wird, hoffen wir, 
auch so allen Wünschen gerecht zu werden. 

Die Herren Verfasser erhalten von Abhandlungen bis zu 24 Seiten Umfang 
100 Sonderabdrucke, von größeren Arbeiten 50 Sonderabdrucke kostenfrei, weitere 
gegen Berechung. 


An die Redaktion des Journals für die reine und angewandte Mathematik 


Professor Dr. Kurt Hensel, Marburg (Bez. Cassel), Breiter Weg 7. 
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Über isoperimetrische Probleme bei konvexen Polyedern. 
(Fortsetzung des Artikels aus Bd. 158, S. 129—153.) 


Von Ernst Steinitz ın Kiel. 


& 118) 

Wie in $3 ausgeführt wurde, muß ein konvexes Polyeder ®B der Lindelöfschen Be- 
dingung genügen, wenn das Differential d« bei unabhängiger Veränderlichkeit 
der Ebenen verschwinden soll. Nehmen wir nun an, daß in irgendeiner Ecke A von ® 
mehr als 3 Ebenen zusammenstoßen. Nach willkürlicher, wenn auch beliebig kleiner 
Variation werden diese Ebenen im allgemeinen nicht mehr durch einen Punkt gehen, 
und das wird zur Folge haben, daß das Polyeder seinen Typus ändert. Dies ist der Grund, 
weshalb wir die Lindelöfschen Resultate nicht auf das System der Polyeder eines 
beliebig gegebenen Typus beziehen können. Anders liegt aber der Fall, wenn ® 
ein „Dreikantspolyeder‘‘ ist, d. h. wenn durch jede Ecke von ® nur 3 Ebenen gehen. 
Hieran kann sich bei infinitesimaler Variation der Ebenen nichts ändern; es werden 
also dann die 3 durch eine Ecke A von ®B gehenden Ebenen a, ß, y sich nach der Variation 
in einer Ecke des neu entstandenen Polyeders schneiden und die einzigen Ebenen dieser 
Ecke sein. Eine weitere Folge davon ist, wie man leicht sieht, daß auch der Typus 
keine Änderung erfährt. Nehmen wir nun an, daß das Dreikantspolyeder ® ein 
bestes seines Typus ist, so wird jede infinitesimale Variation der Ebenen, da sie den Typus 
ungeändert läßt, nur eine Vergrößerung von x herbeiführen können. Daher muß dx = 0 
und somit die Lindelöfsche Bedingung erfüllt sein. Es gilt also der Satz: 

Wenn ein Dreikantspolyeder bestes Polyeder seines Typus ist, so muß es der 
Lindelöfschen Bedingung genügen. 

Dieses Resultat werden wir in $ 13 verwenden, um die schon in $ 3 erwähnte Existenz 
von Typen ohne bestes Polyeder zu erweisen. 


g 12. 


Es soll jedoch zunächst der Beweis dafür nachgeholt werden, daß im Bereich der 
Polyeder von gegebener Flächen- oder Eckenzahl stets ein bestes existieren muß. 

Wir schicken einen Hilfssatz voraus: 

Es sei 8 ein konvexer Körper, d. h. eine konvexe, beschränkte und abgeschlossene 
Punktmenge, die nicht ganz in einer Ebene liegt. Es bezeichne s die obere Grenze für 


!) Dieser Paragraph hatte ursprünglich seinen Platz unmittelbar hinter $3 des ersten Teiles. Bei 
der aus äußeren Gründen erfolgten Teilung der Arbeit, deren vollständiges Manuskript im November 1926 
der Redaktion übersandt war, erschien eine Umstellung geboten. Der frühere $5 wurde dadurch zu $ 4. 
Leider ist die entsprechende Umnumerierung der folgenden Paragraphen unterblieben. So erklärt sich 
das Fehlen von $ 5. Die Paragraphennummern 6 bis 11 in Band 158 sind also in 5 bis 10 umzuändern. 
Journal für Mathematik. Bd. 159. Heft 3. 18 
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den Abstand zweier innerhalb der Menge variabler Punkte, r die obere Grenze für die 

Radien der ganz in $ enthaltenen Kugeln, V das Volumen, F die Oberfläche von $. 
3 

Wird $ durch einen ähnlichen Körper ersetzt, so bleiben die Quotienten x = ie 


» - ungeändert. Wir werden zeigen, daß — für alle konvexen Körper oberhall 


und 


einer positiven unteren Grenze c, bleibt. 

Aus der Abgeschlossenheit von & folgt, daß wir die Punkte A, B des Körpers so 
wählen können, daß ihr Abstand den Maximalwert shat. liegt dann vollständig zwischen 
den Parallelebenen a, ß, die in den Punkten A und B auf der Geraden AB senkrecht 
stehen. 

Es sei weiter C ein solcher Punkt von $, dessen Abstand it von der Geraden AB 
möglichst groß ist, D ein solcher Punkt des Körpers, der von der Ebene e der 3 Punkte 
A,B,C einen möglichst großen Abstand u hat. Dann ist, wie man sogleich sieht, 
s>t>u und der Körper 8 ganz in dem rechtwinkligen Parallelepiped enthalten, 
dessen Mittelpunkt M mit dem Mittelpunkt der Strecke AB zusammenfällt, dessen Ober- 
fläche die Punkte A, C, D enthält, und dessen Ebenen bezw. zu AB, dem Lot von C auf 
AB, dem Lot von D auf die Ebene ABC senkrecht sind. Der Inhalt dieses Parallelepipeds 
ist Astu, seine Oberfläche Ast +4su + 8tu <16st. Der von dem Parallelepiped einge- 
schlossene Körper $ kann kein größeres Volumen und, wie aus den elementaren Unter- 
suchungen über konvexe Körper bekannt ist, auch keine größere Oberfläche haben. 
Es ıst also 

VsAstu F<siHöst. 
Die Ebene e = ABC schneidet aus $ ein Flächenstück aus, in dem das Dreieck ABC 
enthalten ist, und dessen Inhalt also mindestens gleich dem Inhalt des Dreiecks, d. h. 
>}st ist. Sie zerschneidet die Oberfläche von 8 in 2 Teile, deren jeder größer als das 
ausgeschnittene Flächenstück ist, so daß wir für die Oberfläche F die Ungleichung 


FZst 
’ h ® F° er 
erhalten. Aus dieser und der Ungleichung für V ergibt sich x = yi > I62R 
„ist 
—16u% 


Die dem Tetraeder ABCD einbeschriebene Kugel vom Radius oe gehört, wie das Tetraeder 
selbst, ganz zu 8. Für das Volumen V, und die Oberfläche F, des Tetraeders gilt: 


Y= 5 oF,, und da V, = stu, F, <F=s6Aöst ist, so folgt 
3V 1 | 1 
> a . —__ 
rZo RE kin 39 U; 
also 
1 $ 328 
Su on u ae 
.—. —u—- "en: 
1: 





Damit ist unsere Behauptung bewiesen: — liegt für alle konvexen Körper oberhalb 


einer positiven untern Grenze c,. (Der wahre Wert von c,, der uns nicht weiter interessiert, 


ist natürlich erheblich größer als 


1 
515°) 
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Es bezeichne jetzt © ein System von n>4 variablen Punkten P,... P,;® sei 
die kleinste konvexe Punktmenge, welche alle Punkte von © enthält. ® ist dann entweder 
ein konvexes Polyeder, dessen Ecken ein Teilsystem von © bilden oder reduziert sich 
auf ein konvexes ebenes Polygon oder eine Strecke oder einen Punkt. — Die Variabilität 
der Punkte P; werde jetzt in der Weise eingeschränkt, daß wir eine beliebige feste Kugel 
K, annehmen und fordern, daß die konvexe Punktmenge ® stets die Kugel X, enthalten 
soll. 

Die Systeme ©, die dieser Bedingung genügen, bilden eine abgeschlossene Menge. 
Denn wenn ein System © dieser Bedingung nicht genügt, wenn also irgend ein Punkt 
der Kugel außerhalb der zugehörigen Punktmenge ® liegt, so gilt dies auch nach be- 
liebiger, hinreichend kleiner Variation von ©. Durch die eingeführte Bedingung wird 
erreicht, daß ® stets ein Polyeder ist, dessen Volumen V nicht unter das Volumen der 


Kugel X, sinken kann. Daher ändert sich nicht nur V und die Oberfläche F von B sondern 
3 
auch x = “ stetig mit ©. Die Anzahl e der Ecken von ® ist stets < n; sie kann hinter 


n zurückbleiben nicht nur, weil einige der Punkte ?; ins Innere oder, ohne Ecken zu sein, 
auf die Oberfläche von ® fallen können, sondern auch deshalb, weil ein Zusammenfallen 
von Punkten P, nicht ausgeschlossen ist. Ein Punkt P; ist dann und nur dann Ecke 
von ®, wenn er durch eine Ebene von den übrigen Punkten des Systems © (soweit diese 
nicht mit P; zusammenfallen) getrennt werden kann. Andererseits muß unter den Punkten 
aus ©, welche auf einer und derselben Seite einer beliebig gewählten Ebene liegen, wenig- 
stens eine Ecke von ® sich befinden. Hieraus ergibt sich sogleich daß, wenn man von 
irgendeiner Lage von © ausgehend eine infinitesimale Variation vornimmt, die Zahl 
der Ecken von ® eventuell vergrößert, sicher aber nicht verkleinert werden kann. 
Dasselbe gilt für die Flächenzahl. Um dies einzusehen, gehen wir von irgendeinem 
zulässigen System © aus und ziehen die äußeren Flächennormalen des zugehörigen 
Polyeders ® in Betracht. Sie haben alle verschiedene Richtungen; unter den Winkeln, 
welche diese Richtungen miteinander bilden, sei 7 der kleinste. Im Innern von ® nehmen 
wir einen Punkt O beliebig an, im Innern einer Begrenzungsfläche a einen Punkt A; 
und zwar wählen wir ihn so, daß er nicht in einer Geraden liegt, die zwei (verschiedene) 


Punkte aus © verbindet. Wir betrachten die sämtlichen (2) Tripel T,, die man aus den 


Punkten von © bilden kann. Zu jedem %, gehört eine kleinste, T,; enthaltende konvexe 
Punktmenge ®, (Dreieck, Strecke oder Punkt). Die Tripel T,; und die zugehörigen D, 
teilen wir in zwei Klassen ein: T; und ®, sollen zur ersten Klasse gehören, wenn D; den 
Punkt A enthält, sonst zur zweiten. Nach der bei der Wahl von A gemachten Voraus- 
setzung muß jedes ®,; der ersten Klasse ein Dreieck sein; dieses muß der Fläche a an- 
gehören und A im Inneren enthalten. Man sieht auch sofort, daß es wenigstens ein ®, 
in der ersten Klasse geben muß. Diejenigen Punkte, welche wenigstens einem D,; der 
zweiten Klasse angehören, bilden eine abgeschlossene, A nicht enthaltende, in ® ent- 
haltene Punktmenge M. Da die von O ausgehende, durch A führende Halbgerade beim 
Punkte A das Polyeder ® verläßt, so hat der in A beginnende Teil dieser Halbgeraden 
einen positiven kürzesten Abstand ö von®. Wir nehmen in der Geraden OA die Punkte 
B, B, so an, daß die Strecke BB, mit OA gleichgerichtet ist, die Länge ö und den Mittel- 
punkt A hat; A sei die Halbgerade, die aus der Strecke BB, und ihrer Fortsetzung über B, 
hinaus besteht. h hat von M einen Abstand s — Während wir nun 0, A,B,B, 


und somit auch h festhalten, nehmen wir mit $ eine beliebige aber hinreichend kleine 
18* 
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Variation vor, durch welche © in ©’, jedes 2; in ein %; übergeht. ®’ und ®; sollen wieder 
die kleinste © bezw. T; enthaltende konvexe Punktmenge bedeuten. Die Klassenein- 
teilung der T,, D,; übertragen wir auf die %;, D;, in die sie übergehen. Dann ergibt sich 
Folgendes: O ist innerer Punkt auch von ®’; die Halbgerade k hat mit keinem D; der 
zweiten Klasse einen Punkt gemein; jedes ®; der ersten Klasse ist ein Dreieck, das im 
Innern genau einen Punkt der Strecke BB, enthält. Unter den Punkten, welche so in 
BB, erhalten werden, sei A’ derjenige, welcher von O den größten Abstand hat. Dann 
liegt A’ auf der Oberfläche des Polyeders ®’; diejenigen ®;, welche A’ enthalten, sind 
Teile einer und derselben Begrenzungsfläche a’ von ®’, und die äußere Normale von «’ 


bildet mit der äußern Normalen der Fläche a von ® einen Winkel < 2 Was hier von a 


gezeigt wurde, gilt von jeder Fläche des Polyeders ®B; jeder Fläche a von ® können wir 
also in der angegebenen Weise eine Fläche «a’ von ®’ entsprechen lassen. Aus der letzten 
den Normalenwinkel betreffenden Bemerkung folgt, daß dabei verschiedenen Flächen 
von ® auch verschiedene von ® entsprechen, daß also ®’ wenigstens so viel Flächen 
wie ® haben muß. 

Das System © der n Punkte P; sollte so beschaffen sein, daß das zugehörige Polyeder 
die Kugel X,enthält. Unterwerfen wir es jetzt der weitern Bedingung, daß die Flächen- 
zahl von Beinen gegebenen Wert f > 4 nicht überschreiten soll, so folgt aus unseren 
letzten Untersuchungen, daß die zulässigen Systeme © eine abgeschlossene Menge bilden. 
Dasselbe ergibt sich, wenn wir statt dieser Bedingung für die Eckenzahl eine obere Grenze 
—> 4 vorschreiben. Fügen wir noch die weitere Bedingung hinzu, daß der Wert von 
w_ = beim Polyeder ® einen vorgeschriebenen Wert x, nicht überschreiten soll, 
so ist die Menge der zulässigen Systeme © ebenfalls noch abgeschlossen; nur müssen 
wir x, groß genug wählen, damit es solche Systeme überhaupt gibt. Es genügt x, = 216) 3 
zu nehmen. Dies ist der Wert von x beim regulären Tetraeder; und wenn wir 4 Punkte 
P; in die Ecken eines regulären, die Kugel ÄX, einschließenden Tetraeders, die übrigen 
ins Innere dieses Tetraeders verlegen, so haben wir ein allen Bedingungen genügendes 
System ©. Verfügen wir endlich, daß © in einer gegebenen zu K, konzentrischen Kugel 
K, liegen soll, wobei auch die Lage auf der Oberfläche von X, statthaft ist, so wird, falls 
nur K, groß genug ist, um überhaupt Systeme der geforderten Art zu enthalten, die 
Menge dieser Systeme wieder abgeschlossen sein. Sie ist aber jetzt auch beschränkt. 
Da der Wert x von © stetig abhängt, wird er für die jetzt betrachtete Menge seine untere 
Grenze erreichen; es wird also unter den Polyedern ®, die den zugelassenen Systemen © 
entsprechen, ein bestes geben. 

Es sei nun e oder f als natürliche Zahl > 4 gegeben. Wir setzen im ersten Fall 
n = e,im zweiten n = 2f — Aund erinnern an die bekannte Folgerung aus dem Zulerschen 
Satze, nach welcher ein Polyeder mit f (oder weniger) Flächen nicht mehr als 2f — 4 


Ecken haben kann. Wir nehmen ferner x, > 2163, eine beliebige Kugel K, vom Radius 
r, und eine konzentrische K, vom Radius r, > c, ‘rg %, an, wo c, die im Anfang dieses 


Paragraphen erwähnte untere Grenze von - ist. Wir betrachten alle Systeme © von 


n Punkten, die folgenden Bedingungen genügen: © soll in X, enthalten sein, das zuge- 
hörige Polyeder ® soll X, enthalten und, je nachdem e oder f gegeben war, nicht mehr 
als e Ecken bzw. nicht mehr als f Flächen haben, der Wert von «<< x, sein. Im Bereiche 
® dieser Polyeder gibt es dann ein bestes ®,. Ist nun ® irgend ein konvexes Polyeder, 
dessen Eckenzahl < e, bzw. dessen Flächenzahl << f ist, so ist es, wenn sein x-Wert größer 
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als x, ist, sicher schlechter als ®. Ist aber x < x,, so betrachten wir das zu ® ähnliche, also 
gleich gute Polyeder ®$,, für welches r, das Maximum des Radius einer ganz in ®, ent- 
haltenen Kugel darstellt. Dieses Polyeder denken wir uns so gelegt, daß es die Kugel K, 
ganz enthält. Für das Maximum s des Abstandes zweier Punkte von ®, gilt, wie wir 


s a 
sahen, die Formel «: >69, und somit ist s<cy ‘79% <cy ‘Tg % <r,, und da der 


0 
Mittelpunkt der Kugel X, vom Radius r, in ® liegt, kann kein Punkt von ®, außerhalb 
K,liegen. Die Anzahl e’ der Ecken von ®, ist nach Voraussetzung < n, und ®, stellt sich 
als kleinste konvexe, ein System ©’ von n Punkten enthaltende Punktmenge dar. Dabei 
besteht © aus den e’ Ecken von ®, und, im Falle e' < n, noch n — e’ beliebig in ®, an- 
zunehmenden Punkten. ©’ genügt allen Bedingungen, denen wir die Systeme © unter- 
warfen, und mithin gehört ®, dem Bereiche ® an, kann also nicht besser als ®, sein. 
Dasselbe gilt für das ähnliche Polyeder ®. Unter allen Polyedern, deren Eckenzahl = e, 
bzw. deren Flächenzahl  f ist, gibt es also kein besseres als ®,. 

Wir haben noch zu zeigen, daß ®B, genau e Ecken, bzw. genau f Flächen haben muß. 
Dazu genügt es, nachzuweisen, daß zu jedem konvexen Polyeder mit e Ecken ein besseres 
mit e + 1 Ecken, zu jedem mit f Flächen ein besseres mit f + 1. Flächen gefunden werden 
kann. Sei a eine Fläche eines f-Flachs $, A ein innerer Punkt von a. In A errichten 
wir die äußere Normale und lassen den Punkt $ diese durchlaufen. Indem wir zu ® die 
Pyramide mit der Grundfläche a und der Spitze $ hinzufügen, erhalten wir ein Polyeder 
® mit e +1 Ecken, das, solange AS klein genug ist, konvex ausfällt. ®’ ist (für kleines 
AS) besser als ®. Denn betrachten wir V und F als Funktionen von x = AS, so wird 
beim Übergang von ® zu ®’: AV= az, wo aden dritten Teil des Inhalts von a bezeichnet, 
dV ‚dF 
de "de 
fläche der Pyramide oder auch die Summe der Differenzen zwischen je einer Seitenfläche 
und ihrer Projektion auf die Grundfläche ist, diese Differenzen aber unendlich klein wie x? 

dF dV 


werden. Mithin wird 3V/ — —2F 
dx dx 


Polyeders bedeutet. — Hat man ferner ein konvexes Polyeder mit / Flächen, legt man 
durch eine Ecke A eine Ebene eg, welche sonst keinen Punkt von ® enthält, und schneidet 
man durch eine Parallelebene im Abstande x, die A von den übrigen Ecken trennt, eine 
Pyramide ab, so hat das erhaltene Polyeder ®’ f + 1 Flächen. Beim Übergang von ® 
zu ß hat man AV=— ax, AF = —bx?, wo a das Volumen einer zur abgeschnittenen 
Pyramide ähnlichen Pyramide von der Höhe 1 bezeichnet, während 5 den Überschuß 
des Mantels über die Grundfläche bei eben dieser Pyramide angibt. Es wird 


3V/-AF—2F.AV = — a2(3Vb —2Far). 
Dies ist für kleine x negativ, was wieder eine Verbesserung anzeigt. — Die beiden Prozesse, 


die uns hier zur Verbesserung des Polyeders dienten, bezeichnen wir als „Aufsetzen 
einer Pyramide‘ und „Abschneiden einer Ecke“. 


wird aber gleich 0, weil AF die Differenz zwischen Mantel und Grund- 


= —2Fa<0(, was eine Verbesserung des 


8 13. 


Handelt es sich um die Frage der Existenz eines besten Polyeders innerhalb eines 
gegebenen Typus ZT, so kann man zunächst in ähnlicher Weise vorgehen. Hat man ein 
Polyeder ® von diesem Typus, und ist x, der zugehörige Wert von x, so braucht man nur 
noch die Polyeder, für welche x< x, ist, in Betracht zu ziehen. Durch ganz ähnliche 
Überlegungen wie bei der im vorigen Paragraphen behandelten Aufgabe erkennt man, 
daß man sich auf Polyeder beschränken kann, die eine gegebene Kugel X, einschließen 
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und in einer zweiten hinreichend groß angenommenen Ä, enthalten sind. Betrachtet 
man nun mit dieser Einschränkung alle Polyeder vom Typus 3 und die Systeme © ihrer 
Ecken, so werden diese Systeme im allgemeinen keine abgeschlossene Menge bilden. 
Man gelangt zu einer solchen erst, indem man alle Systeme hinzunimmt, die sich als 
Grenzfälle der bisher zugelassenen ergeben. Ist © ein so hinzugenommenes System, so 
ist die kleinste konvexe © enthaltende Punktmenge ein Polyeder, dessen Typus T’ von T 
verschieden ist und ein ‚„‚Grenztypus‘ von T genannt werden möge. Es läßt sich beweisen, 
daß alsdann jedes Polyeder vom Typus %’ als Grenzfall von Polyedern des Typus 7 er- 
halten werden kann, und es lassen sich auch allgemeine Sätze aufstellen, die es gestatten, 
durch rein kombinatorische Untersuchungen aus dem Schema eines Typus die Schemata 
der Grenztypen abzuleiten. Hierauf kann an dieser Stelle nicht eingegangen werden. 
Man ersieht aber aus dem Bisherigen schon, daß man von vornherein mit der Möglichkeit 
des Vorkommens solcher Typen rechnen muß, innerhalb deren es kein bestes Polyeder gibt, 
und wo die untere Grenze von x erst durch ein Polyeder erreicht wird, das einem Grenz- 
typus angehört. Unsere Untersuchung über Prismentypen (mit n > 8) legen die Ver- 
mutung nahe, daß bei ihnen der fragliche Fall eintritt. Ob es sich so verhält, habe ich 
nicht entschieden; doch konnte ich nach langen vergeblichen Versuchen feststellen, 
daß solche Typen überhaupt vorkommen. 

Wir werden den Nachweis führen, indem wir zugleich eine Frage 
Steinerss beantworten, die vom isoperimetrischen Problem ganz unab- 
hängig ist: 

„Gibt es zu jedem konvexen Polyeder ein isomorphes konvexes Polyeder, das einer 
Kugel einbeschrieben und ein solches, das einer Kugel umbeschrieben ist?“ }). 

Wenn man die Ecken eines konvexen Dreieckspolyeders PB aus einem inneren 
Punkt M auf eine Kugel um M projiziert und die Projektionen in derselben Weise zu 
Dreiecken verbindet, wie die Ecken von ®% verbunden sind, so hat man ein der Kugel 
einbeschriebenes zu ® isomorphes gewöhnliches, d. h. sich selbst nicht durchsetzendes 
Polyeder ®’. Aber ®’ braucht nicht konvex zu sein, wie es doch Steiner fordert. Anderer- 
seits sind die Ecken von ®’ zugleich die Ecken eines bestimmten konvexen Polyeders; 
dieses braucht aber nicht isomorph zu ® zu sein. Wir führen dies nur an, weil eine flüchtige 
Überlegung leicht zu der irrigen Meinung führt, die erste Steinersche Frage müsse wenig- 
stens bei allen Dreieckspolyedern bejaht werden ?). 

Wir wollen einen Typus, innerhalb dessen ein konvexes einer Kugel ein- bzw. 
umbeschriebenes Polyeder existiert, kurz einen ‚ein‘“‘- bzw. ‚„umschreibbaren Typus‘ 
nennen. Beide Arten von Typen stehen einander dual gegenüber. Ist nämlich das konvexe 
Polyeder ® einer Kugel umbeschrieben, so bilden die Berührungspunkte der Flächen 
die Ecken eines der Kugel einbeschriebenen konvexen Polyeders ®’. B und ®’ repräsen- 
tieren reziproke Typen. Der Mittelpunkt M der Kugel ist hierbei ein innerer Punkt von 
%’; denn in dem Polarsystem der Kugel, welches die reziproke Beziehung zwischen ® 
und ®$’ vermittelt, entspricht dem Punkte M die uneigentliche Ebene, also eine Ebene, 
die ® nicht schneidet. Nehmen wir umgekehrt an, ®’ sei ein einer Kugel einbeschriebenes 
konvexes Polyeder. Ist dann der Mittelpunkt M der Kugel ein innerer Punkt von ®', so 
begrenzen die Tangentialebenen der Ecken von ®’ ein der Kugel umbeschriebenes kon- 
vexes Polyeder ®, das zu ®’ reziprok ist. Ist M kein innerer Punkt von ®’, so sei O ein 
solcher. Es gibt nun, da O und M im Innern der Kugel liegen, Kollineationen, die die Kugel 
in sich selbst und O in M überführen. Eine solche Kollineation führt ®’ in ein isomorphes, 





ı) Im Anhange zu Steiners „Systematischen Entwicklungen usw.“ (Werke I, S. 454). 
?®) s. M. Brückner „Vielecke und Vielflache“, Leipzig 1900, S. 163 Anmerkung. 
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derselben Kugel einbeschriebenes Polyeder ®’ über, das M im Innern enthält. Die 
Tangentialebenen in den Ecken von ®’ begrenzen dann ein der Kugel umbeschriebenes 
Polyeder, das zu ®’, also auch zu ®$’ reziprok ist. 

Es bedeute nun T irgend einen umschreibbaren Typus. ® sei ein beliebiges Polyeder 
vom Typus Z, ®’ ein solches, das einer Kugel umbeschrieben ist; % bezeichne eine iso- 
morphe Beziehung zwischen ® und ®‘. Aus dem System der Flächen von ® denken wir 
uns ein solches Teilsystem ‘5, herausgegriffen, in dem nicht irgend zwei benachbarte 
Flächen vorkommen. ft sei das System der in den Flächen von 7%, auftretenden Kanten, 
%, das System derjenigen Flächen, die wenigstens mit einer Fläche von %, benachbart 
sind oder — was dasselbe besagt — die, ohne zu 7%, zu gehören, wenigstens eine Kante aus 
$ enthalten. Jede Kante aus ft gehört also zu einer Fläche aus %, und zu einer aus %;,; 
aber eine Fläche aus 75, kann auch Kanten enthalten, die nicht zu X gehören. Die Anzahl 
der Flächen aus %, sei p, die der Flächen aus %, sei g. 

Wir kommen nun zum Polyeder ®’, das einer Kugel umbeschrieben ist. Jede Fläche 
von ®’ zerlegen wir in Dreiecke, indem wir den Berührungspunkt mit den Ecken ver- 
binden. Jede Kante von ®’ tritt, da sie bei zwei Flächen vorkommt, auch bei zwei der so 
entstehenden Dreiecke als Seite auf. Diese sind in der Weise kongruent, daß das eine in 
das andere durch Drehung um die gemeinsame Kante übergeführt werden kann. Den 
der Kante von ®’ in einem solchen Dreieck gegenüberliegenden Winkel nennen wir den 
der Kante zugeordneten Winkel. 

Durch den Isomorphismus % werden den Systemen %;, 8, 35, Systeme %,, 8%, I 
zugeordnet. 75, besteht aus p, %, aus g Flächen von ®. Jede Kante aus $t’ gehört zu 
einer Fläche aus %, und zu einer aus %;. Mit $’ sind alle Kanten der Flächen aus %;, 
aber nicht notwendig die aller Flächen aus %; erschöpft. Jeder Kante aus #' ist ein 
Winkel zugeordnet. Die Summe dieser Winkel sei w. Dann ıst w = 2pzr; denn die 
Kanten einer Fläche von %] gehören alle zu &’, die Summe der ihnen entsprechenden 
Winkel ist 2x, und jede Kante aus $#’ tritt bei einer und nur einer Fläche aus %' auf. 
Addieren wir in gleicher Weise die zu den Kanten der Flächen von ‘%, gehörigen Winkel, 
so erhalten wir 2gqrx. In dieser Summe sind die zu den Kanten von $t’ gehörigen Winkel 
auch alle enthalten, im allgemeinen aber auch noch andere. Mithin ist 29x > w, also 
2qn>2pn,g>p. Der Fallg= p wird nur dann eintreten, wenn auch alle Kanten der 
Flächen von %, zu $’ gehören. In diesem Falle müssen mit %;. 3 alle Flächen, mit &#' 
alle Kanten von ®’, also mit K alle Kanten von ® erschöpft sein. 

Wir erhalten so den Satz: 

Greift man bei einem konvexen Polyeder, das einem umschreibbaren Typus angehört, 
p Flächen heraus, von denen keine zwei benachbart sind, so ist die Anzahl q derjenigen 
Flächen, die mit wenigstens einer der herausgegriffenen benachbart sind, > p. Im Falle 
p=q muß jede Kante des Polyeders einer der herausgegriffenen Flächen angehören. 

Auf Grund dieses Satzes ist es nun leicht, Typen und zwar auch Dreikants- 
typen anzugeben, die nicht umschreibbar sind. — Es bezeichne ® irgendein konvexes 
Polyeder mit e Ecken und f Flächen. Aus ihm leiten wir ein zweites ®’ mit e + / Flächen 
und lauter dreikantigen Ecken ab, indem wir den Prozeß des Eckenabschneidens ($ 12) 

auf alle Ecken von ® anwenden, doch so, daß keine Kante von ® vollständig wegge- 
schnitten wird. Unter den e Flächen, die hierbei an die Stelle der e Ecken von ® getreten 
sind, kommen benachbarte nicht vor, jede der übrigen f Flächen ist mit mindestens 
dreien der zuerst genannten e Flächen benachbart und enthält noch Kanten, die in diesen 
Flächen nicht auftreten. Soll also 1’ einem umschreibbaren Typus angehören, so muß 
/>esein. M.a.W.: Wenn das Polyeder ®, von dem wir ausgingen, mehr Ecken als Flächen 
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hat, oder wenn es ebenso viele Ecken wie Flächen hat, so wird der Typus von ®' nicht um- 
schreibbar sein. Wir sehen aber weiter, daß es innerhalb dieses Typus auch kein bestes 
Polyeder geben kann; denn ein solches müßte ($ 4), da es sich um einen Dreikantstypus 
handelt, einer Kugel umbeschrieben sein (und sogar der weitergehenden Lindelöf- 
schen Bedingung genügen). 

Es mag noch erwähnt werden, daß schon unter den sehr bekannten halbregulären 
Polyedern sich verschiedene finden, die nicht-umschreibbare bzw. nicht-einschreibbare 
Typen repräsentieren. Zu den letzteren gehören z. B. Rhombendodekaeder, Pyramiden- 
tetraeder, -oktaeder und -ikosaeder. 


$ 14. 


Die am Ende von $ 1 erwähnte Frage Steiners muß, wie die letzten Untersuchungen 
zeigen, so formuliert werden, daß sie nicht die Existenz eines besten Polyeders für jeden 
Typus voraussetzt. Wir fragen also: Muß ein Polyeder, wenn es innerhalb seines Typus 
ein bestes ist, der Lindelöfschen Bedingung genügen ? Die Frage ist, wie wir sahen ($ 4) 
bei Dreikantstypen zu bejahen. Daß es nicht so für alle Typen ist, wird man nach den 
bisherigen Erörterungen schon vermuten. Wir begnügen uns damit, die Vermutung 
durch ein einziges Beispiel zu bestätigen. 

Zunächst schicken wir einige Betrachtungen voraus, die sich auf Polyeder ® be- 
ziehen, welche der Lindelöfschen Bedingung genügen. Wenn bei einem solchen Polyeder 
zwei benachbarte Dreiecke ABC und ABD vorkommen, so müssen sie in der Weise kon- 
gruent sein, daß durch Drehung um die gemeinsame Kante das eine in das andere über- 
geführt werden kann; denn wenn 5 und 5’ die Schwerpunkte sind, so folgt, weil in ihnen 
die Flächen von einer und derselben Kugel berührt werden, die Kongruenz ABS = ABS’, 
sodann aber nach bekannten Eigenschaften des Dreiecksschwerpunktes die Kongruenz 
ABC = ABD. Man ersieht hieraus z. B., daß wenn ®$ ein Trigonalpolyeder ist, alle Drei- 
ecke kongruent sind. Wenn überdies in ® eine Ecke vorkommt, von der eine ungerade 
Anzahl von Kanten ausgeht, so werden die Dreiecke gleichschenklig, und wenn zwei 
benachbarte solche Ecken vorkommen, gleichseitig sein. Durch derartige Betrachtungen 

M läßt sich bei vielen Typen die Unerfüllbarkeit der Lindelöj- 
schen Bedingung nachweisen, was natürlich nicht aus- 
schließt, daß umschreibbare Typen vorliegen. Wir wollen 
jetzt den Typus 7 des in der Figur dargestellten sechs- 
eckigen Siebenflachs mit dem Schema: 


ABM, BCM, CDM, ABN, 
BCN, CDN, AMDN 


A untersuchen, Nehmen wir an, die Lindelöfsche Bedingung 
sei erfüllt. Dann ergibt sich sofort die Kongruenz aller 
6 Dreiecke; und zwar müßten, wenn wir die 11 Kanten 
in 3 Klassen a, b, c in der Weise einteilen, wie dies in der 
Figur kenntlich gemacht ist, die zu derselben Klasse ge- 
hörigen Kanten gleiche Längen haben. In jedem Dreieck 
haben wir eine a-, eine b- und eine c-Kante, und wenn wir das 
Dreieck von seinem Schwerpunkte aus in 3 Dreiecke zerle- 
gen,so werden diediesen Kanten gegenüberliegendenWinkel 
a, ß, y bei jedem Dreieck dieselben sein. Da die Schwerpunkte zugleich Berührungs- 
punkte einer einbeschriebenen Kugel sein sollen, so sind a, ß, y die den Kanten zu- 
geordneten Winkel ($ 13). Die den Kanten einer und derselben Klasse zugeordneten 


(46) 
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Figur 5. 
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Winkel müssen also alle untereinander gleich sein. Die Summe der den Kanten einer 
Fläche entsprechenden Winkel ist stets 27. Dies würde für jedes Dreieck die Gleichung 
a+ß+y=2n, für das Viereck aber 24 +2ß = 2n ergeben. Aus beiden Gleichungen 
würde y = z folgen, was natürlich unmöglich ist. Die Annahme, die Lindelöfsche Be- 
dingung sei erfüllt, führt also zu einem Widerspruch. 


Wir wollen nun zeigen, daß es gleichwohl innerhalb des Typus X ein bestes Polyeder 
geben muß. Zu diesem Zweck erinnern wir an das Steinersche Symmetrisierungsverfahren. 
Es seien ein konvexer Körper $ und eine Ebene e gegeben. Wir betrachten die zu e senk- 
rechten Geraden, welche $ treffen. Jede solche Gerade g hat mit fl eine Strecke s oder 
einen Punkt P gemein. Wir denken uns allemal die Strecke s in g unter Wahrung der 
Länge so verschoben, daß ihr Mittelpunkt in & fällt, bzw. den Punkt P iin den Schnittpunkt 
von g und e verlegt. So entsteht aus $ ein neuer konvexer Körper $’, der bezüglich & 
symmetrisch ist und dasselbe Volumen wie 8 hat. Wenn $ selbst schon eine zu e parallele 
Symmetrieebene hat, so ist 8’ zu 8 kongruent, in allen andern Fällen hat $’ eine kleinere 
Oberfläche als 8, ist also besser als $. | 


Auf Polyeder angewandt führt das Verfahren stets wieder zu Polyedern, wobei 
aber im allgemeinen eine Vermehrung der Ecken- und Flächenzahl stattfindet. Zu den 
wenigen Typen, innerhalb deren jedes einzelne Polyeder eine Symmetrisierung ohne 
Änderung des Typus zuläßt, gehört der von uns betrachtete. Wir gehen von einem be- 
liebigen Polyeder ® des Typus 7 aus; e sei die Ebene durch den Mittelpunkt der Vierecks- 
diagonale MN und senkrecht zu dieser. Beachten wir, daß ® sich aus den 3 Tetraedern 
MNAB, MNBC, MNCD zusammensetzt, so sehen wir sogleich, daß durch Symmetri- 
sierung bezüglich e ein isomorphes Polyeder entsteht, indem die Ecken M, N festbleiben, 
während A, B,C, D durch ihre Projektionen A’, B’, C’, D’ auf e ersetzt werden. 


Da hierbei eine Verbesserung erzielt wird, können wir uns auf die Untersuchung 
solcher Polyeder beschränken, welche die erwähnte Symmetrie bereits besitzen. Dabei 
kann, weil ähnliche Polyeder hier nicht unterschieden zu werden brauchen, der Abstand 
MN noch vorgeschrieben und festgehalten werden. Wir nehmen also die Punkte M und 
N willkürlich an, legen durch den Mittelpunkt O von MN die senkrechte Ebene e, ziehen 
in dieser durch O eine Gerade g und nennen g,, g, die beiden Halbgeraden, in die sie durch O 
geteilt wird. Diese Elemente halten wir fest, unter A verstehen wir einen in g,. unter D 
einen in g, variablen Punkt, während B und C in der einen durch g begrenzten Halbebene 
von e variabel sind, doch so, daß das Viereck ABCD ständig konvex ist. M,N,A,B,C, D 
bilden das Eckensystem & eines konvexen Polyeders ® mit dem Schema (46), und es 
kommt darauf an, in der Menge der so erhaltenen Polyeder ein bestes nachzuweisen; 
dieses wird alsdann auch ein bestes innerhalb des ganzen Typus sein. Wir können uns 


ferner auf solche Systeme © beschränken, für welche der x-Wert von ® <x, = 216] 3 
ist. Für jedes solche Polyeder wird 
r > 08 > (0° 
u Fu " 
wo r den Radius einer größten in ® enthaltenen Kugel, c, die in $ 12 eingeführte Kon- 
stante, s den größten Abstand zweier Punkte von ® bedeutet und s, = MN gesetzt ist. 
Damit ist für r im Bereiche der von uns betrachteten Polyeder eine untere Schranke in 
dem Werte 7, = en nachgewiesen. Andererseits stellt „ selbst eine obere Schranke 
0 
für r dar, da eine ganz in ® enthaltene Kugel auch zwischen den Parallelebenen zu & 
liegen muß, die durch M und N gehen. Es folgt also 
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Die letzte Ungleichung zeigt, daß die Menge der zugelassenen Systeme © beschränkt ist. 
Um sie abgeschlossen zu machen, müssen wir noch die Grenzlagen der bisher zugelassenen 
Systeme hinzunehmen. Im Bereiche 8 der Polyeder, die zu der so erweiterten Menge 
von Systemen © gehören, gibt es dann sicher ein bestes. Die hier möglichen Grenzlagen 
lassen sich nun leicht übersehen. Sie können nur so zustande kommen, daß entweder 
1) einer der Punkte A, D in O hineinrückt oder 2) ein Zusammenfallen eines der 
Punktepaare AB, BC, CD stattfindet oder 3) eines der Tripel ABC, BCD in einer Geraden 
gelegen ist. Es können auch mehrere der genannten Fälle zugleich eintreten, doch ist 
(durch das Vorhandensein einer positiven untern Schranke für r) ausgeschlossen, daß 
A, B,C, Din einer Geraden liegen. Tritt der 1. Fall ein, so wird ® eine 6-flächige Doppel- 
pyramide. Wenn z.B. A nach O rückt, degeneriert das Viereck zum Dreieck MND, die 
beiden Dreiecke mit der Kante AB verschmelzen zu dem einen MNB; die Doppelpyramide 
setzt sich aus den 3-seitigen Pyramiden mit der gemeinsamen Grundfläche MNC und den 
Spitzen Bund D zusammen. Im 2. und 3. Fall wird ® eine 4-seitige Pyramide; so, wenn B 
in die Strecke AC tritt oder mit A oder C zusammenfällt, die Pyramide mit der Grundfläche 
AMDN und der Spitze C. Beim gleichzeitigen Eintreten mehrerer Ausartungen wird 
ABCD ein Dreieck, von dem eine Ecke in O liegt, und ® ein Tetraeder. Für die drei in 
Betracht kommenden Grenztypen sind die besten Polyeder bekannt und unter diesen 
dreien ist wieder die 6-flächige Doppelpyramide das beste. Können wir zeigen, daß es 
unter den Polyedern vom Typus T noch bessere gibt, so ist der Nachweis eines besten 
Polyeders vom Typus % erbracht. 


Es sei ®, die beste 6-flächige Doppelpyramide. Sie setzt sich aus zwei Tetraedern 
MNBA und MNBC zusammen, deren gemeinsame Grundfläche regulär ist. Die be- 


A 





C 
Figur 6. 





grenzenden Dreiecke sind gleichschenklig rechtwinklig, A und C die Scheitel der rechten 
Winkel. Setzen wir die Länge der von A und C ausgehenden Kanten = 1, so erhalten 
wir für Oberfläche # und Volumen V die Werte 
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Im gleichseitigen Dreieck MNB wird die Seite = /2, der Radius des einbeschriebenen 
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Kreises 7, Nennen wir seinen Mittelpunkt O und E den Mittelpunkt der Kante 
MN, so ist 


oE-1. ce=-1. 0c=-| 


v6 v2’ v3 
> AEC stellt den Innenwinkel des Polyeders ®, an der Kante MN dar. Wir setzen 
& AEC = o; dann ist 


KOEE=-5, WS 


- ist hiernach > 7: o ein stumpfer Winkel. 


Wir ziehen nun die Strecke AE, die wir über E hinaus um ein kleines varıables 
Stück ED verlängern. Die Projektion D’ des Punktes D auf die Ebene MNC fällt, weil 
&xCED =nr-— o spitz ist, in die Dreiecksfläche MNC hinein und zwar in die Strecke 
CE. Setzen wir auf die Fläche MNC ein Tetraeder mit der Spitze D auf, so vereinigt 
sich dessen Fläche MND mit der Fläche MNA von ®, zu einem Viereck MANB, und 
das entstehende Polyeder ®, hat das Schema (46), ist also vom Typus T. Wir wollen 
zeigen, daß ®,, wenn ED bzw. die Höhe dh = D’D des aufgesetzten Tetraeders hin- 
länglich klein gewählt wird, besser als ®, ist. 

Beim Übergange von ®, zu ®, wird 

1 1 


dV = 3 MNC.dh= „dh. 


Der Zuwachs der Oberfläche ist 
MND + NCD +CMD — MNC 
= (MND — MND') + (NCD— NCD') + (CMD—CMD!'). 
Jede der drei Klammergrößen stellt die Differenz zwischen einer Seitenfläche des aufge- 
setzten Tetraeders und ihrer Projektion auf die Grundfläche dar. Da die Winkel, welche 
die Flächen NCD und CMD mit der Grundfläche bilden, mit ED bzw. mit dh unendlich 


klein werden, werden die Differenzen NCD — NCD’ und CMD — CMD!' unendlich klein 
wie (dh)? und kommen daher für die Berechnung von dF nicht in Betracht. Ferner ist 


MND — MND' = MND (1 — cos (rn — o»)) = MND (1 + cos o) 





1 41 .,;, dh 1 7) 1 
=, MN .ED(1 + cos w) =5/2 (1 +c0s @) = 7 etgydh=zdh, 
also dF = „dh, 
und somit 


3V -dF—2F-.dV =dV — 6dV u <0. 


Dies zeigt, daß ®, in der Tat besser als ®, ist. Es muß also innerhalb des Typus % ein 
bestes Polyeder geben. Daß dieses nicht der Lindelöfschen Bedingung genügen kann, 
haben wir früher gesehen. 
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The Gibbs Phenomenon in Fourier-Bessel Series. 
J. R. Wilton ın Adelaide. 





1. The Behaviour of the Series in the Neighbourhood of x =1. 


The oceurrence of the Gibbs Phenomenon in (non-uniformly) convergent Fourier- 
Bessel series, and Dini series!), at an internal point of the interval (0,1), is a corollary 
of theorems due to W. H. Young ?); and the same is true, for Dini series, at the end 
point x =1 of the interval®). The corresponding theorem in the case of Fourier- 
Bessel series at the end point x = 1 appears not to have been published. But as the 
proof presents no point of novelty, I content myself with stating it in outline only. 


f v> on and Jı,Jg,--. are the positive zeros of J,(x) in order of in- 


creasing magnitude, the Fourier-Bessel series associated with f(x), a function, arbitra- 
rıly defined in the interval (0,1), such that the (Lebesgue) integral 


1 
S Vz te) de 
exists and is absolutely ME is 
(A) fie) Nahtei), 
2 7 | 
= / tft) J,(tj,)dt. 


0 
In the same way the Fourier sine series associated with ®(x), continued beyond 
x—=1 by the equation 
Di +r)= — Bl —r), 
where ®(z) is integrable over (0,1), is 


1) With regard to these series I adopt the nomenclature of G. N. Watson, Theory of Bessel 
Functions, (1922), 580. 

2) Proc. London Math. Soc. (2), 18 (1920), 163—200 (179 and 191). I am indebted for this remark 
to Dr. A. Pleßner. 

Reference should also be made to two notes by R. @. Cooke in Nature, 1925, Oct. 24., p. 609, and 
1926, April 24, p. 612. 

lt may be observed that, if <> 4>0, it follows from classical results (e. g. Watson, loc. cit., 
460—462) that Hankel’s double integral behaves like Fourier’s double integral, and, in particular, exhibits 
the Gibbs Phenomenon. 

») W. H. Young, in the same volume, pp. 307—335 (310 and 335). 
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The Gibbs Phenomenon in Fourier-Bessel Series. 





Wilton, 
(A’) ®(x) -  ansin nnX, 
1 


1 
u =2 S ®(t)sinnntdt. 


Let ©®(x) = f(x) in (say) the closed interval z <z<i; and consider the 
finite sum 
N 
1.4 PAL J,(2j,) —- ısinnnz}, 


in which it is supposed that O<1 — x < 4 A, <A<iA) In the first place the 


sum of any definite number of terms is O(1 — x), so that, on adding a term O(4), 
it may be assumed that 7, is „large“. In this case, as is easily verified, 








u.4 
1 2. 1 
en TEN . 
Kal) 2 Zu | " amanı ” c 
2 
2 Eu 
J(x],) = Vz; (( ke. sin (nnz — X) 
1 
ET 
V 4 | 


BE 
„= ——— (1 — 2?) cos (nn — x) +0(—, I) 


where x=(, v— z)r — 12). 


By the well-known localisation theorems for Fourier and Fourier-Bessel series ‘) 
it follows that, as N o, the sum 1.1 ıs®) 


1 N 
2 i| | „Sin In — 
Vz Jmwazi t +2 e == P ee sin &„ sin „ —Yxzsinnzzsinnzt 


ii — r? —_ 
+ - Vt F—# cos 2, sin u + : sin In COS |! +0O(4) + ol), 





where 2, ennze — X, „ennt—T, Tu[z v— an), and u (?— 2) 2n. 


4 
On expanding the expression under the sign of summation in terms of 
cosnr(t + x) and sinnn(t + x), and applying the Riemann-Lebesgue lemma, it is easy 
to verify that 1.2 is O(Alog1/A) + o(1), uniformly with respect to N. Typical 
terms of the expansion are 


1.21 Vt >’ eos na(tt +2) 1 —cos(T+X)}, 
1.22 ZD3 {sinna(t —x)sin(T— X) — sinnz(t +x)sin(7"+ X)}, 
1.23 (yı — Vz) $ lcos na(t— x) — cosnalt + x)}, 


‘) See, for example, Watson, loc. cit., 589. 
5) There would be a slight simplification throughout the work on taking the Fourier series for 
Veftx) instead of (x). 












a 
$ 
En 
% 
” 


146 Wilton, The Gibbs Phenomenon in Fourier-Bessel Series. 





u GEH) gina tern | 


1.25 un + sin (T+ X), 


1.26 & +3 HE EEE 7 IE +t2a)\ 014). 


n? 








Each of these expressions has to be multiplied by f(t) and integrated over the inter- 
val 1 —4A,1). 

In 1.21 and the first part of 1.23 the application of the Riemann-Lebesgue 
lemma is immediate. In 1.24 the series is boundedly convergent, and the integral 
of this term is therefore O(A). In 1.25 the sum of the series is, uniformly with 
respect to N, 


OKT + X)logi/(2 —t — x)! = O(Alog 1/4). 
The series in 1.26 is 


1 De Such — 
r f 2 BEE U EEE FM a a a 


n 


There remain for consideration 1.22 and the second part of 1.23. The latter is 
(Vz — Yt) cosee 5 et t+2)sin(N + s) at + 2): 


Vve—Vti 1 s—t 2 —ı—t 
in this expression FE RR ver nn, 
sin grlt+2) Va+yı zu sinza(2—2—1) 











" ’ 2(1 —!ı) u 2(1 — x) 
and it follows, since a ae ee a ef Tanz au Da en el, 


that the upper and lower double limits as x and t tend to 1 —O are + r!. Thus the 
Riemann-Lebesgue lemma is applicable in this case also. Finally, in the case of 1.22, 
it is easily seen that the integral is 


1 
1) + Stwar| coı sr —x)sn(7’— X) — ot. 5 (+x)sin(7T + x)| 





= o(l) +0(4). 

Hence, as <—1, the sum of the series 1.1 is o(1), uniformly with respect to E 

N, and the behaviour of the Fourier-Bessel series (A) is seen to be precisely that of | ; 

the Fourier series (A’) when ®(x) = f(x) in an interval extending up to the end point 

x =1. In particular the series (A), if non-uniformly convergent at x =1, will ex- 
hibit the Gibbs Phenomenon as x —1. 


2. The Analogue of the Gibbs Phenomenon as x — 0. 

At the other end point of the interval (0,1) it is not to be expected that the 
behaviour of the series (A) should be the same as that of a Fourier series, since the 
asymptotic expansion of the Bessel functions is no longer applicable as x—0. By the 
examination of a particular case I am, however, able to establish the occurrence of a 
phenomenon analogous to that of Gibbs as x—0 in a series of Bessel functions of a 
somewhat more general form than (A). 
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I begin with a series of six lemmas from which Theorem A (below) will 
easily follow. 


Lemma 1: is, 0 <e<1, 0 <ze<s2n —Ö<2n, 


“tan +e)} _ ı 1G .r .) G z) „( 
3 


u Ra. + rt 


N — », c) + O(z”*2). 
n=0 (n-+ec) (22) Yr(ar+ * 


The equation may clearly be modified by summing from r to « (instead of 0 
’ 1 ’ 1 1 
to ©) on the left, ıf (5 —1,Cc+ r) be written irstead o2(5 — +, c) ‚ and in this 
form it is valid f c+r>0. 
Lemma 2: Ifr is chosen sothatte+r>(0, v> — - ‚>60, the series 
yv BEL Ix(n + c)} 


2.2 = el2), 
Pu 77 ae 
exhibits the Gibbs Phenomenon as z—V. 
From 2.1 it follows that, while g(0) = 0, 
> 1 1 1 3 
2.21 +0)=2T7(5»+,)/ Tor +5): 


The two lemmas, 1 and 2, are particular cases of Lemmas 1 and 2 of my paper, 
The Gibbs Phenomenon in series of Schlömilch type®). As in lemma 2 of that paper, 
the measure of the Gibbs Phenomenon is determined by the equation =Nr>0) 


- 


B.. 
2.22 lim N” a Ente _ max / I. dt> g(+0), 
N “7 (n + ce)? I 


0 
in which 2 +0, and N- o. 

The maxima of the integral in 2.22 occur at j,, Ja; - - ., the minima at 7,, Ja -- -: 
and for large values of n, 


f Pant roch) 


in 
The alternating sign shows that all sufficiently high maxima are greater than g(+ 0); 
and it is, in fact, true that the maxima steadily decrease as n increases ®). 


Lemma 3: If the numbers o, satisfy the conditions ?) 


(1) > (n=1,2,3,...), 
(11) — Knı <o,„—b(in-+c) <Kn-! b>0,n>N)): 
and > <r<3, c+r>0, 2>0, then as <> +0, 


©) Messenger of Math., 56 (1927), 175—181. 
6°) A proof is given by R. G@. Cooke, Proc. London Math. Soc. (2), 27 (1927), 171—192 (178). 
?) The conditions are satisfied by the numbers , fdb=m, c=4»—4 and K> |4»? — 1/8. 
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To prove — consider the series 





Ian) _ Alban +e)\_y 
ae _ = +5, +5 +2, 
r2 | 0% b®(n + c)? ) ' : r N 


r 
n 


where 2,, &,, £, and 2, correspond, respectively, to the intervals of summation 
(r, M), (M +A, Az), (Ax?, Axt!) and (Aa, ©). In these intervals M, A 
and A are definite numbers independent of x, and M>N,- 


It is a consequence of Poisson’s integral that, if » > — . and i>0(0, J,(t) lies 


between the sums of n terms and n +1 terms of its series; hence if 




















2.30 R. Z—— 0.3 Bu bi} (n + c? " 
2.31 ” im 1. U et! < ‚(0,.) _J,tbz({n + e)} 
T’(»+1) „+1 0? bi(n + c)} 
4 1 
22) R 4 a b’*3(n + .c)’t3 | 
<SIWHNDITtT,F 
Thus 
2.32 2 :) Ru + O(a*?). 
re Tv + 52 


In the second sum, 2,, 02, =b(n +c) + O(1/n), and 
a & o”+3 = O(1’*? x 30+9) — O(zt’+}) 


xt? SD’ (n+ ct? = Olcttt); 
hence, from 2.31 and 2.32, 


2.33 3 +3 - nn! R, +0 (ab) 





= 7, 712 +oehH), 


provided that » Pi It remains to show that 2, and £, are both O(«#’*t}). In 


5 
the first place 

Ze = J,{bz(n + c)} _g ", 

2,72, (n + ce) +, bin + c)} ‚) 2,+2: 

a + c)} J;(x0,) o„—bin + er v 


On 











— J (20%) ahnen); 





(On (Ton) _ 
er“ ds BR n + c)} 3 bin 4 c) 
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The only term which presents a little difficulty is (in 2,) 


bi a? Z,(n + o)!fen — bin + o)} Irre (20,), 
o„ being some number between b(n +c) and o,. This term is 


(n + c)} 
2, 





-72)+0(5,, n2 


n + c)! cos (z q, 


j’ 
cos |bain + c) _. vn — L 
2.52 =—-BzY — - +0(5 


1 1 1 nen 
=7 Bx cos (5 vn + r x) lg (4 sin? 50%) + O(zlogAi/x) = O(z log 1/x). 


The condition (iia) imposed upon the numbers o, is employed only in the 
deduction of 2.52. Elsewhere the condition (ii) of Lemma 3 is sufficient. 


It has thus been shown that the sum 2.51 is, uniformly with respect to N, 





(x?) + O(z”?); and since »> — : it follows ®) that the function defined by 2.5 


is an absolutely convergent integral. 


Lemma 6: The function g(x) defined by the series 2.2 is of bounded variation in 
the interval O<x <2n —Ö5<2n, ifv< nd 
As in the proof of Lemma 1, 


+3 € 2) 


2.6 ge) (+0) = 2 (N m: - »—2n, c+r), 


and this is the product of two functions of bounded variation in the closed interval 
(0, 2 — ö), since the result of differentiating the series is uniformly convergent 
in this interval. 
The proof of the follwing theorem may now be completed in a few lines. 
Theorem A: Let f(x) be a function satisfying the conditions (i) f(0) =0, 
(1) /f(-H0) =1, (ii) there is an interval (0, A) within which f(x) has no dis- 
continuity other than <=0, (iv) fix) is of bounded variation in the closed inter- 


va?l (0, A), (v) ı(f z>0, fi&) =1+A rt} + 0(a*}) as x 0 &- <y< 4 





1 
(vi) f fix) dx exists and is absolutely convergent; and let x3 f(x) be expanded (a) ın 
0 


a Fourier-Bessel series, so that 


2.71 fa) = N nat I (ej,); 
1 
(ß) in a Dini series, for which H+v> 0, so that 
2.72 fa) = N bad J (ch), 
1 


where the A, are the roots of tJ,(t) + HJ (t). Then the two series 2.71 and 2.72 ex- 
hibit the Gibbs Phenomenon as x—0; and, if S(n,x) denotes the sum of n terms o] 
either series, 


) See, for example, E. W. Hobson, Theory of Functions of a Real Variable, vol. 2, 289—2%. 
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lim S(n, x - I _ IS | 
I. | g(+ 0) . 3 
where g(+0) is defined by 2.21. 
From Lemmas 5 and 6, if v> — . and o, satisfies the conditions (1) and 


(ia) of Lemma 5, the function F(z) defined by the series 


u .; J.(20,) 
u Bin 
2.73 F(x) < x 2 
is of bounded variation in (0, z/b), and the series is therefore the Fourier-Bessel expansion 
of F(x) in case oe, = j„ and the Dini expansion in case op, =4, and H-+v>0. 


Consider now the function 
D(z) = fa) -blig(+0))"Fe) (-4<vr<}). 


It follows from the lemmas that ®(z) is of bounded variation and 2”? &(r) is con- 


1 
tinuous in the closed interval (0, A), and that the integral [oiz)dx exists and is 


0 
absolutely convergent; hence (1) ıf o, = J,, b =n, ®(z) has the Fourier-Bessel ex- 


oD 


ansion B(z) = ..— — 123) (zj,)» 
u 2 | g(+0)j3) 


1 


and (i) f 02, =4A,„b=n, H+v>0, ©(xz) has the Dini expansion 





je 0) 


®(x) = 1b. — R... lzbJ, n)s 

ae I ren 7 ala 
and both expansions are uniformly convergent ®?) in the closed interval (0, A — $) 
f ö6>0. Hence neither series can exhibit the Gibbs Phenomenon, and the theorem 
is proved. 


. ni 
The condition » < , 18 irrelevant ®), but is essential to the proof of Lemma 3. 


3. The Analogue of the Gibbs Phenomenon in Summable Series of Bessel Funetions. 


It ıs a corollary of the theorems referred to in $ 1 that Fourier-Bessel and Dini 
series which are (non-uniformly) summable (C’x), 0<x<{i, ata point x’ in the half 
open interval 0 < x’ <1 do or do not exhibit the Gibbs Phenomenon as 2 — x’ accor- 
ding as there is or is not a positive value of & for which !°) 

1 
„sin &t 7ı 
fa —!) Er DR 
0 
1. e. according as x is (roughly) less than or greater than 0,4. 

There is an analogous, but somewhat more complicated, theorem in the case 
of series (non-uniformly) summable (Cx) as x —-0. The proof depends upon the 
following lemma. 


®) Watson, loc. eit., 615 and 601. 

’2) See the paper by R.@. Cooke cited in footnote ®*). 

10) H. Cramer, Arkiv för Mat., 13 (1918), No. 20, 1—21; and H. S. Carslaw, Journal London Math. 
Soec., 1 (1926), 204. — T. H. Gronwall, Math. Zeitschrift (in a paper not yet published) shows that the 


Gibbs Phenomenon disappears if x > 0,4395516*'. 
20* 
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1 
=: 
4 | lim [I(- =L are P+- Se-; —) 2 BEL a0, 


This result may be proved by the method EEE in the proof of Lemma 2. 
The detailed proof is somewhat tedious and it presents few points of interest, so that 
it may be omitted here. 

It is an immediate consequence of 3.1 that 


1 
32 Im (je ar Sultan, 


Lemma 7: If x>0, c+r>0, v> — 

















+ .c)} (£>0) A 
and there will be no Gibbs Phenomenon if, for every value of £> 0, this integral 
is <g(+0). 
Further, as in the proof of Theorem A, the two series 
3] J,(nz(n + c)) 
3.31 B7( u 
BALL m +0) (n + c)8 
hc er 
u A’ 2 27° 
” 7° ,J,(azin + c'))\ 
3.88 N, Lin ER... A x zes 
2\ Tr) .” J 


FO... 1 3 
(e ed, H-+v>0, -| <<), 


are uniformly summable (C’x), and there is thus no Gibbs Phenomenon in either case. 
The following theorem is a consequence of 3.2, 3.31 and 3.32. 


Theorem B: J/f f(x) satisfiess the conditions of Theorem A, the (Cx) sums, 
x» >0, of (a) the Fourier-Bessel expansion of f(x), and (ß) the Dini expansion of f(x) 
when H +»v>0, do or do not exhibit the Gibbs Phenomenon according as there is or 
is not a positive value & for which 


1 
3.4 fa-ı'd SEN > (+0). 


In case x» =1, 3.4 may be replaced by 


& R) 
J,(t) 
3.41 di / —-di<O. 
S JS > 


Adelaide, June 224, 1926. 


Added during proof correction, January 25th, 1928. 


(1) IT am indebted to Prof. G. N. Watson for the following proof that 3.41 is false 
ncase0 <r<tH, so that, asin the case of Fourier series, the (C1) sums do not exhibit 
the Gibbs Phenomenon. Prof. Watson writes: 


„By changing the order of the integrations the theorem to be proved is 
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I shall require the obvious theorem that, if f(x) is monotonic decreasing and f(x) — 0 
a8 > oo, then 


f f(x) cosxdx > 0 
in 


— a diagram makes this clear. 
„Define A, © by the equations J,(t) = Rcos®, Y,(t) = Rsin®, then - — }ı 
ast> 0 (v > 0), 





3 zz Er, 2 2 r 
J,(t)dt = Rcos@ EEE d® = mp °08 9dO. 
Now 4) iR? ıs an increasing function of {(—4=<»[}), and so the function f(®) 
defined by 
2 £e 2 
FE Re. 20. > 
RI <E<E), amt 


is a continuous monotonic decreasing function in (0 <t < m); and this gives the result 
when 0S»<s4}. If —4=»<0, the lower limit in [ f(®) cos @d® is —(v+})z, 
so that the first half wave is incomplete; and if » > 4, the first half may be smaller than 
some of those which follow.‘ 

(1) Within the past week I have received the number of the Procedings of the 
London Mathematical Society containing M'. R.G.Cooke’s paper !?), „‚Gibbs’s Phenomenon 
in Fourier-Bessel Series and Integrals“‘. AsM’.Cooke has anticipated and extended much 
of my work, it will be well to indicate briefly how the two papers are related. 


a) M'. Cooke shows that under certain conditions Hankel’s Integral for x” f(x) 
(-3 <a 1) exhibits the Gibbs Phenomenon as z—0. This question I do not touch 
upon. 

b) At the end point <=1 M". Cooke shows that the Fourier-Bessel series exhibits 
the Gibbs Phenomenon, but he does touch upon the larger question dealt with in my $1. 


c) Atthe end point x = 0, M'.Cooke deals with the Fourier-Bessel series for 2" f(x) 
(-—3<a=1) and proves a theorem which includes Theorem A(a) when a =}; he 
does not find it necessary to assume »< 3. On the other hand he does not consider 
Dini series. 


d) M'. Cooke does not touch upon the question of summable series, considered 
in my $ 3. 





1) Watson, loc. eit., $ 13, 74. 
2) This is the paper referred to in footnotes °*) and °®). 
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Arithmetisch-geometrisches Mittel und Modulfunktion. 
Von Ludwig v. David in Budapest. 





Der Gaußsche Nachlaß enthält zahlreiche Aufzeichnungen zur Theorie der ellip- 
tischen Modulfunktion, die aber, da sie von ihrem Urheber nicht zur Veröffentlichung 
bestimmt waren, zumeist sehr fragmentarischen Charakter haben !). Es ist aber zu 
sehen, daß Gauß die wesentlichsten Tatsachen einer selbständigen Theorie der Modul- 
funktion erkannt hatte; der Ausgangspunkt seiner Theorie ist der Algorithmus des 
arıthmetisch-geometrischen Mittels in Verbindung mit den Potenzreihen, deren Expo- 
nenten eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung bilden. 

Im Anschlusse an Gauß und Schering, hat Schlesinger *) eine Theorie der Modul- 
funktion skizziert, die sich der Invarianz des kompletten elliptischen Integrals erster 
Gattung gegenüber dem Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels und jener 
gedachten Potenzreihen bedient. 

Im folgenden zeige ich wie man von einer, den algebraischen Algorithmus des 
arıthmetisch-geometrischen Mittels in seiner vollen Mehrdeutigkeit umfassenden, ım 
übrigen ganz elementaren Theorie dieses Mittels ausgehend zu allen wesentlichen Eigen- 
schaften der Modulfunktion gelangen kann ?°). 


I. 
1. Es sei die Matrix 
A) Pi «PR 
go Eis Ba; - - „inınf. | 
nach dem Lagrange-Gaußschen Algorithmus des arithmetisch-geometrischen Mittels 
gebildet, d.h. es sei 


(L) a, =3(, +8), 8 =Vag: 
= 0,1,2,...,ıninf.). 
Wegen der Homogeneität dieses Algorithmus können wir als Anfangselemente 
Au = 1, gu = z nehmen, wo z eine beliebige komplexe Zahl ist. Dann ist die Anzahl 


'!) Die betreffenden Stellen sind in Gauß’ Werken Bd. III., VIII. und X. 1 veröffentlicht worden. 
(Vergl. die Zusammenstellung und Erläuterung derselben durch L. Schlesinger im Bd. X. 1. S. 218—226, 
281 — 282). 

?) Berliner Sitzungsberichte 1898, S. 346 ff. = Handbuch der Theorie der lin. Differentialgleichungen 
1. 2. (1898) S. 1 ff. 

®) Vorliegende Arbeit ist durch Umarbeitung aus einer Abhandlung hervorgegangen, die im Math.- 
Naturw. Anzeiger der Ungarischen Akad. d. Wissensch. im Jahre 1915 in ungarischer Sprache erschienen ist 
(Math. ös term. Ertesitö, XXXIIL, S. 271. — Vergl. auch die Arbeit des Verfassers: Zur Gaußschen 
Theorie der Modulfunktion (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 35, 1913, S. 82 ff.). 
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der möglichen Zahlenpaare a,, g, wegen der Zweideutigkeit der Quadratwurzel in (L) 
gleich 2", und die Menge der Matrizen (1) hat die Mächtigkeit des Kontinuums. Wir 
beweisen, daß bei jeder Matrix die einzelnen Folgen konvergieren und daß 


(2) lım a, = lim g, 


n>o no» 
ist. Dieser Grenzwert, das arıthmetisch-geometrische Mittel, ist für die einzelnen Matrizen 
im allgemeinen verschieden; wir bezeichnen ihn als Funktion von z mit M(z). 


2. Nach (L) haben wir 


max (1, |2|) > max (|a,|, |g,|) > max (|a,|, |g,|) >... , in inf. 
Es existiert also lim max (|a,|, |g,|) =M, und es gilt 
(3) M= max (ja,|, |.) <M+6, (n>N) 


für ein beliebig gegebenes positives ö und ein von ö abhängiges N. Wir unterscheiden 
jetzt zwei Fälle. 


I. M=0. Dann ist lim min (|a, |, |g,|) = 0, also 
lim a, = limg, =. 


Il. M> 0; für diesen Fall gilt das Folgende. Nehmen wir an, daß für unendlich 
viele n und für ein beliebiges positives e 


min (ja,|, |.) SM —e 
wäre, so hätten wir für unendlich viele n 
lt] +11) <M+4(ö—e, (n>N), 
es wäre also, da ö < e gewählt werden kann, für unendlich viele n, |a,„:ı| <M und 
lg, = la,|-|g,l<(M+6)(M —e) <M, 
d. h. es wäre gleichzeitig |a, ,| <M, |g,.,| <M, was aber wegen (3) unmöglich ist. Es 


wird also für n> N’, wenn N’ hinreichend groß ist, min (Ja, |, |g,|)> M —e. Aus 
dieser Ungleichung und aus (3) folgt 


lım |a,| = lim |g,| =M. 
Wir beweisen aber, daß wie im Falle I., auch die Gleichung lim a, = lim g, besteht. 
Da jetzt M> 0 ist, so hat man a,,g,+0 für jedes endliche n. (Sonst wäre 
nämlich g,,, = Sn, = AIninf. = (0, also auch M=0.) Folglich sind arc a,, arc g, 
bestimmt, wenn 
(4) 0=Sarca,,arcg, <2n 


genommen wird. DieZerlegung von 2a,,, =a, + g, in reellen und imaginären Teil ergibt 
(5) 4 lanıı]? = ja, + 19,1” + 2 ja, g„| cos (arc a, — arc g,). 
Läßt man in (5) n über alle Grenzen wachsen, so folgt, nach Division durch M?, 
lim cos (arc a„ — arcg,) =1. 


n—m» 


Es ist also, wenn für arc a,, arcg, geeignete, mod 2r kongruente Werte genommen 
werden, 


larce„ —areg,| <n, > 2), 
Wo n eine beliebig gegebene, positive Größe bedeutet und N’ von n abhängt. Aus der 
gleichzeitig gültigen Ungleichung |arc a, 41 arcg,,,| <n folgt, daß wenn z. B. 7 <n/2 
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genommen wird, a in demselben Winkel (a,0g,) liegen. Es existieren also die 


n+1? Ent 
Grenzwerte limarc a,, limarcg, und es gilt die Gleichung 


Nn— Nn>@ 


lim arc a, = lim arc g,. 


n——_ nm 


Wir haben also!) für alle Fälle: 
lim a, = limg, = M(z). 


3. Als unendlich oft oszillierende Matrizen bezeichnen wir diejenigen, bei denen 
es unendlich viele g,,, gibt, die nicht in demselben Winkel (a, 0 g,) wie a,,, liegen. 


Wenn limarc a, =limarcg, gilt, so ist (Fall II. der Nr. 2) die betreffende Matrix 


na n >x 


nicht unendlich oft oszillierend, und umgekehrt. 


Im Falle II. der Nr. 2 — wo also M(z) +0 ist — gibt es, wie wir gezeigt haben, 
ein solches N”, daß für n> N” 8„, In demselben Winkel (a,0g,) wie Q,,. liegt. 
Gehört also zu einer Matrix (1) ein von Null verschiedener M(z)-Wert, dann ent- 
hält sie für n> N” denjenigen Wert von Fe der zu a, näher liegt als der 
andere. Es gibt also bei einer solchen Matrix ein kleinstes » von der Beschaffen- 
heit, daß 

5, 8, ae 

(6) R = > 0, u >0,...,ininf. 
ist. Dieses » nennen wir den /ndex des betreffenden M(z)-Wertes; dem Werte M(z) = 0 
legen wir den Index » = bei. 

Ist der Index von M(z) endlich, z. B. gleich », so haben wir 


(7) la,,,|, I8g,,,|22 min (ja,|, |g,|) cos $ |arca, —arcg,|, 
wo jarea, —arcg,| den bei 0 gelegenen Winkel des ‚Dreiecks‘ (a,0g,) bedeutet. 
Wir können also sagen: Die Menge der M(z)-Werte enthält (bei festem z) immer 
das Element 0. Die unendlich oft oszillierenden Matrizen und nur diese führen zu diesem 
Element. Der Wert M(z) = 0 ist also der einzige, zu dem nicht abzählbar viele Matrizen 
führen. Zu jedem von Null verschiedenen M(z)-Werte gehört nur eine endliche Anzahl 
von Matrizen. 


4. Beschreibt man um 0 mit dem Radius r > OÖ einen Kreis, so liegen (bei festem z) 
nur endlich viele M(z)-Werte außerhalb desselben. 

Nehmen wir nämlich an, daß die Matrix 

(*) (" ERREGER in inf. 

2, &p &2, - - „‚ininf. 
zu einem von Null verschiedenen M(z) führt, und sei | M(z)| > r. (Wenn es kein solches 
M(z) gibt, so ist der Satz trivial.) Setzen wir 
3 (a, Y (u) u An} 1; 
so ist (vgl. (5)) 
lan+1 |? — [a441 |? = |a,g,| cos (arc a, — arc g,,). 

Man kann max (1, |z2|) < R und, von einem gewissen n an (nach Nr. 2) 
larc a, —arcg,| < r/4 annehmen; ferner ist wegen | M(z)| > r, von einemgewissen nan 
la,|>r,|g,|> r. Hieraus ergibt sich 


!) Vergl. für diesen Beweis die Arbeit des Verfassers dieses Journals Bd. 135, S. 62 ff. 
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v2 
lanHı? — I|nH1ı]? <2R (|arHı| — |Hı]|), 

mithin existiert, wenn die gemachten Voraussetzungen bestehen, für |a„;ı| — |a,:ı|, 
von einem gewissen n an, eine von n unabhängige untere Schranke: 

r? 
2 y2|R 

Wir gelangen also zu einem Werte M(z), der innerhalb des Kreises |z| = r liegt, 
wenn wir von der ursprünglichen Matrix (*) genügend oft abweichen. Und das war 


eben zu beweisen. 
Man sieht sofort ein, daß die Menge der M(z)-Werte (bei festem z) abzählbar ist. 





lanıı]l — lan+ı| > 


5. Wenn wir für ein festes z immer diejenigen Werte der g,,8,,... wählen, die 
beziehungsweise zu q@,, @,, @dy,..., am nächsten liegen, d.h. diejenigen für die 


R()>0, R(2)>9.. „ininf. 


so bekommen wir immer die dem absoluten Werte nach größten a,,@,,.... Diese 
Bestimmung ist eindeutig, wenn R (g,/a,) > 0 möglich ist. Diese Möglichkeit besteht 
nur dann nicht, wenn z eine nicht-positive reelle Zahl ist. Es gilt daher der Satz: /st 
z keine nicht-positive reelle Zahl, so gibt es nur einen dem absoluten Betrage nach größten 
M(z)-Wert; die entsprechende Matrix wird durch die Bedingungen 


(8) R (2) >0O, NR (2) >0,...,ininf. 
1 2 


bestimmt. 

Es gilt, als leicht erkennbare Ergänzung der Satz: /st z eine negative reelle Zahl, 
so gibt es zwei dem absoluten Betrage nach gleiche und größte M(z)-Werte, die in bezug auf 
die reelle Achse symmetrisch liegen. Die entsprechenden Matrizen werden durch die Be- 
dingungen 

B2 53 u 

(9) R (7) > 0, R (7) > 0, ... in inf. 
bestimmt. 

Ist endlich z = 0), so gibt es nur einen M(z)-Wert: Die Null!). 

Wir bezeichnen mit M(z) denjenigen M(z)-Wert, für den 

Mal |M«@)| 


ist. 


6. Die Menge der verschiedenen M(z)-Werte ist (bei festem z) dann und nur dann 
abzählbar unendlich, wenn 
(G) z#0, +1 
ıst. 

In der Tat sind die Bedingungen (G) notwendig, da sich ja fürz=0, +1 nurein 
oder zwei M(z)-Werte ergeben, nämlich 


M()=0; M(1)=0,1; M(—1)=0. 
Diese Bedingungen sind aber auch hinreichend. Zunächst sieht man nämlich, daß 
die Bedingungen (G) äquivalent sind mit 


— 


!) @auß (Werke III. S. 477) erklärt sein „einfachstes Mittel“ durch eine ähnliche Folge wie (8). 
Den Fall (9) hat er nicht betrachtet. 
Journal für Mathematik. Bd. 159. Heft 3. 21 
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(10) #0, FI, ,+F#+0, 
wo n irgendeine natürliche Zahl ist. Dies folgt sofort aus den Gleichungen 
2a,;1 4, r En’ E.a . a8: 2 (a,,1 + Br u (Va, + Vg,); 
mit Rücksicht darauf, daß die Bedingungen (10) bei n = 0 mit den Bedingungen (G) 


übereinstimmen. 


Nunmehr nehmen wir den maximalen Wert von !M(z)|. Ist nur ein solcher Wert 
vorhanden und gelangt man zu diesem durch das Zahlenpaar a,, g,, so ist das maximale 
a, M(— g,/a,)| kleiner als |M(z)|; also gilt mit der Bezeichnung der Nr. 5: 





IM(z) > | a, M 
| 
Gibt es zwei maximale |M(z)!, so haben wir 
Ma) = a, Bi). 








aber unter den vier Zahlenpaaren a,, g, gibt es zwei, für die 
IM(z)| > | a,a;, M wz 
| 1 


ist, wo 





2 

gesetzt wurde. 
So fortfahrend erhalten wir eine wesentlich abnehmende unendliche Folge, deren 
Glieder von Null verschieden sind, da sie endliche Indizes haben (Nr. 3). Beachten wir 
nun noch, daß die Menge der M(z)-Werte abzählbar ist (Nr. 4), so ergibt sich der zu 


beweisende Satz. 

Kombiniert man diesen mit dem ersten Satze der Nr. 4, so ergibt sich: Die Null 
ıst die einzige Häufungsstelle der Menge der M(z)-Werte bei festem z. (Der Satz hat natür- 
lich nur dann einen Sinn, wenn die Bedingungen (G) gelten.) 


7. Mit Hilfe des Index-Begrifis können wir bei den Gleichungen lim |a,| = lim [Bnlı 


n—>w 


limarc a, = limare g, die Rapidität der Annäherung an die Grenzen enikateen, 


n—& n——@o 


Es ist 


1 11 —Vgu/a |, 


ja N u | = a u u 
nr ya 
Bedeutet dann » den Index des betreffenden M(z)-Wertes, so ist nach Nr. 5: 





R(®)>0, m>»), 


d.h. wie man leicht folgert 


Wir haben also 


lo>o wen, 


da g,.,/a, = Vg,/a, ist. Deshalb besteht die Ungleichung 








’ 
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so daß 


folgt. Wir können also schreiben 
1 mr 
(11) l@,,, — B,4,1 < Hr la, —8,l; (k=1,2,...,ıininf.). 
Aus der Ungleichung 


7T 
larc a, —arcg,| <-; 


2 b) 
wo die linke Seite den bei 0 gelegenen Winkel des ‚‚Dreiecks‘‘ (a,0g,) bedeutet, folgt 
IT 
jarca,,, —arcg,,,| < es 


da der Halbstrahl 0g,., den Winkel bei O0 halbiert. Es ist also im analogen Sinne 


(12) jarca,,, —arcg,,,|< (k=1,2,...,ininf.). 


7ı 
gk+1 ’ 


8. Den Algorithmus (L) können wir durch die unendliche Folge von Identitäten 


M;___ 2 on SER ER 
L 2a,, ıT > En+1 = (7 a,) (7 8,) 
erklären. Nehmen wir hier der Reihe nach n = —1, —2,...,ininf., so ergibt sıch die 


negative Richtung des Algorithmus, die durch die Matrix 
( a Me Be 3 
ar A 
dargestellt wird. Unser Algorithmus verzweigt sich in der negativen Richtung mit derselben 


Multiplizität, wie in der positiven Richtung. Dies folgt daraus, daß durch die Gleichung 
2? — 2a, .,2 +82,,=0 die Wurzeln a,, g, nur bis auf die Reihenfolge bestimmt werden, 


also die Fortsetzung des Algorithmus durch zwei Gleichungen 2? —2a,r +g? =(0 
2? —2g,0 +a2 = geschehen kann. 

Man folgert leicht, daß in den Bedingungen (10) für n auch irgendeine negative 
ganze Zahl genommen werden kann. 


9. Der Ausdruck a? — g? ist, von einem numerischen Faktor abgesehen, die Diskri- 
minante der Gleichung 2? — 2a,x +g2 =(0; wir setzen 2 — g? =, d.h. 


(13) a=pf+d, (n=---—2, —1,0,1,2,...). 
Die Gleichung (2) zeigt, daß 
(14) lim, = 0 


ist, dagegen ist zufolge der auf alle ganze Zahlen erweiterten Bedingungen (10) stets 
Cn + 0. 
Man findet leicht 
Er tt ar 
worin ohne Beschränkung der Allgemeinheit, die beiden oberen Vorzeichen gewählt 
werden können. Wir haben dann den Algorithmus 


An = Au+1 + Cn+1s („= 2] An+iCn+1» 
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der durch die Gaußschen Substitutionen !) 
nn =2 "a, n=2" 
in den Algorithmus (L) des arithmetisch-geometrischen Mittels: 
1 


an = lan tin), = Vancı 


übergeht. Mithin können wir sagen: Alle in bezug auf a,, g, und M(z) abgeleiteten Resul- 
tate gelten auch für an, cn und M(yA — 22). Zum Beispiel folgt aus 


(15) 0, M (2) = M() 
wenn die Bedingungen (G) erfüllt sind, 
(16) 2°, ( - M(Vi — 2). 


10. Für die Quadratwurzeln aus den Größen a,, g,, c, gilt 


(17) Va, Van+z + Ven+2 s Vg. = = Vanza . Ven+2 
wıe sich aus den Relationen 
AQ,4a u 2a,;ı + 28,41 Fu (Ya, + Ve,” 


1 Zu wen 
n+1 u 00: 2 . L (Va, wo. Vg,) 





2 ae 
PR = (a 





unmittelbar ergibt. 


II. 
11. Es sei nun 


(18) DEF<I<CH, 


und z eine den Bedingungen (G) Genüge leistende veränderliche Größe, mit der Be- 
schränkung 


(19) z2| <A. 
Wir betrachten nur solche Werte M(z) für die 
(20) |IM@)|>r 


ist. Solche Werte sind z. B. die maximalen Werte von |M(z)|, wenn |i — z| hinreichend 
klein ist. Dann gilt der Satz: Unter den Bedingungen (18), (19) und (20) haben die Indizes 
der M(z)-Werte eine nur von r und R abhängende endliche obere Schranke. 

Es sei nämlich bei der Matrix, die zu einem der Bedingung (20) genügenden M (z)- 
Werte führt, 


(24) a (+) >0, (k=1,2,...0): a (Ertett) <o0, 


An+k An+o+1 
dann treten an die Stelle von (11) nur endlich viele Ungleichungen 





IQu4 — Enyul < u ln — En |» (k=1,2,..P)- 


Mit Rücksicht auf Ja, —g,| < 2A, bekommen wir 


22 an 
(22) 7 


Die letzte der Ungleichungen (21) liefert, als Fortsetzung von (22) 


1) Vgl. Werke III. S. 397, 





3e- 


zes 
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1 
Il <H R. 


Wenn nun o hinreichend groß ist, so liegt a„+,+2 so nahe an der Null, daß bei irgend 
welcher Fortsetzung des Algorithmus, früher oder später, |a:|, |g‘| <r wird. Dies wider- 
spricht aber der Voraussetzung (20). Es folgt hieraus: unter den Bedingungen (18), 
(19) und (20) hat die in (21) auftretende Zahl o eine nur von r und A abhängende endliche 
obere Schranke. 

Wir können hinzufügen: Die Erscheinung, wie sie durch die Ungleichungen (21) 
wiedergegeben wird, kann mehrmals (bei verschiedenen n und o) auftreten. Die Anzahl 
ihres Auftretens hat aber eine nur von r und A abhängende endliche obere Schranke. 

Damit ist unser Satz bewiesen. 


2la 


|= la 


n+o+2 n+te+1 Zu Ent e+ 


12. Nach diesem Satz existiert eine natürliche Zahl » = v(r, AR), die größer ıst als 
sämtliche Indizes. Wir dürfen in (11) » statt » schreiben. Mit Rücksicht auf die Unglei- 
chungen |a;,,;ı — |, <la;,, — 8;,,1; la, — g,| <2 AR haben wir 

1 


I@;,24, — 4; ,,| < 1 R, (k — 1, 2, u. in inf.). 


Diese Ungleichung zeigt, daß wenn die Bedingungen (18), (19) und (20) gelten, die 
unendliche Reihe 

(23) M(z2) =1 +(a, —1) +(a,—a,) + (a3, —a,) +: -- in inf. 
im Bereiche (19) gleichmäßig konvergiert. 

Die a, und somit auch die Glieder der Reihe sind algebraische Funktionen von z. 
Wir können also sagen, daß die Reihe (23) in einem Bereiche, in dem die Glieder eın- 
deutige, regulär-analytische Funktionen sind, ebenfalls eine eindeutige regulär-analy- 
tische Funktion darstellt. Diese Glieder sind aber eindeutige regulär-analytische 
Funktionen in jedem einfach-zusammenhängenden endlichen Bereiche, der die — aus 
der Konstruktion des Algorithmus (L) sich ergebenden — Verzweigungspunkte z= (0, +1 
nicht enthält. Da r beliebig klein, R beliebig groß genommen werden kann, so haben wir 
den Satz: Jedes beliebige, von Null verschiedene M(z) ist eine eindeutige, regulär-analytische 
Funktion, wenn man z auf endliche, einfach-zusammenhängende, die Punkte 0, + 1 nicht 
enthaltende Bereiche beschränkt. 


13. Wir behaupten aber noch mehr: Die von Null verschiedenen Werte von M (2) 
bilden die abzählbar unendlich vielen Zweige einer analytischen Funktion, wenn z endlich 
und von 0, + 1 verschieden ist. Wir bezeichnen fortan mit M(z) gerade diese Funktion. 


Unsere Behauptung gründet sich auf den folgenden Hilfssatz: Läßt man z den Null- 
punkt 2""".mal umkreisen, so kehren An En. +, np in ZU ihrem Anfangswerte 


zurück und g, wechselt sein Vorzeichen, wenn die Werte z = + 1 außerhalb des ge- 
schlossenen Weges bleiben. Dieser Hilfssatz folgt unmittelbar aus der Konstruktion des 
Algorithmus (L) des arithmetisch-geometrischen Mittels durch Schluß von n auf n +1. 


Es seien nun zwei verschiedene Bestimmungen der Reihe (23) gegeben: 


M(2) =1-+(a, —1) +: + (y4ıı —a,) +: - in inf., 
M,(2) =1+(a, —i)+::-+(gıı —a,) + :-- ın inf.; 
die erste Abweichung bei den betreffenden Matrizen ist also die, daß 


1 1 
= (a, +(—g,)) statt ayı= y (a, + 8.) 
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steht. Läßt man nun z den Nullpunkt 2"""-mal umkreisen, so geht M,(z) stetig in eine 
andere Reihe 

M,(2) =1+(a, —1)+::: + (u —qa,)-+ :-- in inf. 
über. 

Sollte M,(z) noch von M(z) verschieden sein, so kann die erste Abweichung des 
M,(z) von-M(z) durch ein ähnliches Verfahren aufgehoben werden, und so weiter. Wir 
zeigen, daß man nach einer endlichen Anzahl von Wiederholungen dieses Verfahrens 
eine Reihe M;(z) erreicht, die mit M(z) identisch ist. 

In der Tat, halten wir z für einen Augenblick fest, so gibt es (Nr. 6) einen Kreis 
um M(z) mit dem Radius ö > 0, der keinen anderen Wert von M(z) enthält. Des weiteren 
kann man sich um z einen Kreis vom Radius e > 0 beschrieben denken (Nr. 12), so daß 
wenn zin diesem Kreise verbleibt, der Kreis mit dem Radius ö noch immer keinen zweiten 
Wert, von M(z) enthält. Da wegen der gleichmäßigen Konvergenz (Nr. 12) k so groß 
angenommen werden kann, daß innerhalb jenes Kreises vom Radius e 


IM(z) — M«(2)| < ö 


ist, so folgt, mit Rücksicht auf die Bedeutung der Größe ö, die Gleichheit von M(z) und 
M,(z) innerhalb des Kreises vom Radius e. Dann sind aber M(z) und M,(z), als analytische 
Funktionen, in ihrem ganzen Definitionsbereiche identisch, w. z. b. w. 


Wiederholt man die Umkreisung des Punktes O (oder die des Punktes — 1) unendlich 
oft, so werden auch solche Reihen für M(z) erreicht, die aus einer unendlich oft oszil- 
lierenden Matrix entspringen. Das ist aber keine analytische Fortsetzung mehr. Es muß 
also der Wert M(z) = 0 ausgeschlossen werden, obgleich die gleichmäßige Konvergenz 
in Nr. 12 nur eine hinreichende Bedingung für den analytischen Charakter ist. 


14. In der Bezeichnung der Nr. 5 gilt der Satz: M(z) ist eine eindeutige regulär- 
analytische Funktion in der längs der negativ-reellen Achse aufgeschnittenen z-Ebene. In 


der Tat ist M(z) eine eindeutige (Nr. 5) analytische (Nr. 12) Funktion in dem betrachteten 
Bereiche, wenn 3+1 ist. Aber auch im Punkte z = 1 hat M(z) nur einen Wert, nämlich 


den Wert 4. Man stellt leicht fest, daß der Punkt z = 1 kein Verzweigungspunkt für M (z) 
ist. (Der Punkt z = 1 ist nur für diejenigen M(z)-Zweige eine Verzweigungsstelle, die 


zu Matrizen mit (/ # — —1 gehören.) Beachtet man noch, daß M(z) in der Um- 
gebung von z = 1 endlich ist, so haben wir den angekündigten Satz. Wir können noch 
hinzufügen, daß M(z) einen Zweig von M(z) bildet. 


15. Da (Nr. 9) c, = $(1 — z) ist, so ergibt sich aus der Gleichung (16.) für n =1, 
wenn wir £ statt z schreiben, 


2) d+9MG—)- HM; MO, =1. 
Wir können (Nr. 14) also 





setzen, wo die Yg9m Konstante bedeuten, und diese Potenzreihe konvergiert für |£| <1. 
Aus der Funktionalgleichung (24) ergibt sich für & = 21/1 +12, 





wc 


bıı 


Di 


die 


hal 


d. | 


so | 


Lös 
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EmTE Bu 
a 
2iı\.j A1-+8 fn—# 
147,2) M ei (4) 
1+1 


Aus unserer Potenzreihe folgt demnach 


—y m 2 2m+1 
21? Yan € = Pam \4 2 


wo |t| <1 und 2|2| <|1 + t?| zu nehmen ist, und hieraus ergibt sich mit Hilfe der 
binomischen Reihe: 


2 2m 2-1 ee 


m 


Durch Koeffizientenvergleichung findet man: 


z 2k + 
Yz - 2 gi *) IETE 


2k 
o(2k+1-+o 
.. > (— e , 924 
Ya 17.2 20 ) Ya 


(k =0,1,2,...,ın inf.; 
Vollständige Induktion zeigt, daß die Differenzen 
— A Rn Fr 2 su _—_4\2 
(2k —1) F- (2k — 2)? (2%) r (2k—1)y, .» 
(k =0,1,2,..., iınmi.) 


— 0). 


Yox+ı 


die Form 
0=1 — 2%, 
2°), —1=3 (1 — 2°y,) — BB, (Ip, es Py), 
0=5(1 — 2°y,) Bam AT (3’y, ni Ay) + FT (H’yı ig; 6° y,), 

pp = My) in y)+BE nm —Hy) BT y—8 yo); 
haben, wo die A und B von Null verschiedene Zahlen sind. 

Diese Gleichungen geben die Koeffizienten ya„, und man findet endlich, mit Rück- 
sicht auf (24), 


(25) win ._ -1+(2 )e+(5 7) & + --in int, 


d. h. die Reihe F (1, 


„1,£?), die für |ö| < 1 konvergiert !). 


16. Setzen wir der Kürze halber 


—— - = 5 (A), Am $8, 
M(i1— 2%) 
so liefert eine leichte Rechnung die sogenannte Legendresche Differentialgleichung 
2u du 1 
(26) AAN ara) zz rzu=mN. 


Da wir hier A mit 1 — A vertauschen dürfen, so erhalten wir die folgenden zwei 


Kaangen von (26), wenn Y1 — £? =z genommen wird, 


1) Ponnelt findet sich diese Ableitung schon bei Gauß, Werke Ill. S. 366—370. 
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1 1 
u, (A) = ——, u (A) = ———.. 
Be 17 A Tee) 
Diese Lösungen konvergieren für |A]| < 1, bzw. | —1| <1. Es ıst aber bekannt !), 
daß u, (A) in der Umgebung von A = 0 so dargestellt werden kann: 








1 16 
Us (A) = — | (A) log ea (6,A+6A2 + -- l. 
Setzen wir 
m —ı niw — 
e io, e g, 
so ergibt sich, mit Rücksicht darauf, daß u, =1+1+4A-+ -- -, also 
RE 
as it; 
1 


ist, die Entwicklung 
4 
1itaiteit) 
für eine gewisse Umgebung von A =0. Also gilt in einer gewissen Umgebung von q = 0 
eine Entwicklung von der Form 





(27) i=nmatmtn®+., (mFP0), 
wo 
iM (2) —— 
28 — eriw = ———— oo , A=-1—2 Vi — 2) =1 
(25)  q w My 2) V 0 
ıst. 
III. 


17. Nach den Ergebnissen der Nr. 16 können wir für die Anfangselemente des 
Algorithmus (L) 

(29) 1 = M(z)P(g)’, z= M(z)Q(g)? 
setzen, wo für eine gewisse Umgebung von qg = 0 


Po)=1+a9a +9? +.., Ad)=-1i+tßfıa tft: 


ist. Aus der Entwicklung (25) in Verbindung mit der Darstellung (27) von A=1 — ? 
folgt, daß in diesen Potenzreihen a, #0, ß, #0 sind. 
Wir können natürlich ebenso 


1=M (&) Pi) 7=M (2) qm)? 


setzen für eine gewisse Umgebung von gq, = 0. Zufolge der Gleichungen (28), (13), (15) 
und (16) haben wir für q, = e"'on 


1) Siehe L. Fuchs, Werke II. S. 88. Gl. (1), wo die dort mit v,ı und va bezeichneten Größen mit 
unseren “, und «, in der Beziehung %4=tgı. Aug=vgz stehen. Wir entnehmen diese Darstellung aus der 
Theorie der Legendreschen Differentialgleichung; Euler und Legendre haben dieselbe aus der Integral- 
darstellung von “, gewonnen. Bei Gauß erscheint sie an verschiedenen Stellen des Nachlasses (vergl. 
Bd. X. 1. 5. 253, 255, 268—270) in der Form 


s 4 m 
vr un ah 


Vergl. noch: G@auß, Anziehung eines ellipt. Ringes und Nachlaß zur Theorie des arithm.-geom. Mittels und 
der Modulfunktion. Herausgegeben von H. Geppert, Ostwalds Klassiker 225 (1927) S. 54—63, 200—202. 
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iM(g,/a,) _ iM(g,Ja,) 


u; = 3 ®, 
M(yi Zune g,/a,) M (c./a,) 
In ae g°. 
Es ergibt sich also, ganz entsprechend den Gleichungen (29), 
(30) a„ = M(z) P(g?")", g, = M(z)Q(q?")”. 


Wir wollen nun die Koeffizienten von P(g), Q(qg) bestimmen. 


18. Die Gleichungen (30) und des Algorithmus (L) des arithmetisch-geometrischen 
Mittels liefern, mit Rücksicht auf P(0) = 0(0) = 1, 

(31) 2 P(q?)” = P(g)? + Q(q),  Qq)? = Pig) Q(q). 

Setzt man hier —g an Stelle von g, so ändern sich auch die rechten Seiten nicht. 
Daraus folgt, daß entweder 


Pig = P(- 9%, 0 = Q(—q° 


PD = AN, LA = Pi—g) 
ist. Da im ersten Falle a, = f, = 0 wäre, so gilt, wegen P(0) = Q(0) = 1, 


P(q) = Q(—9). 


oder 


Wir haben also 
(32) P(o)=1-+ua,9+ 27 957° +:-- 
O(g)=1-— .a,g + a9” — a1? - 
und die Gleichungen (31) lauten: 
2 P(q?)” = P(q? + P(—- 9), Pi— ?)* = P(g) Pig). 

Mithin haben wir 

(33) 2[P(q*)?” + P(— g?)?] = [P(g) + PI—g)]”. 

Setzt man hier ig an Stelle von g, so Bi daß ın (32) ayı2 = Qye4s = O ist. 
Wir haben also 


(34) P(q) = Zaug* + Zaurıg"*t', 


O(g) = Zaug* — Zaurıg" tt, 
wo k von O0 bis + geht und » =1 ıst. 
Nach (17) n 2Va,;, =Yay +\go =1+Yz. Dementsprechend haben wir 
2 P(q!) = P(g) +0(g) = P(g) + P(—49). Die erste der Gleichungen (33) lautet demnach 
Pig)? + P(— g?)? = 2P(g')?, 
es ergibt sich also aus (34) 
(35) (Zaug*)? + (Zagrıg*r?2)? = (Zaun + Zaurıq!Htt)2, 


Diese Gleichung liefert das allgemeine Gesetz für die Koeffizienten ar. 


19. In (35) kommen nur die Potenzen von g* vor. Die Koeffizienten von 
9°, 9°,..., g°* liefern Gleichungen, die — mit Rücksicht auf a, +0 - 
u=u,u=-%=2, 5 =%=a,-=0 
ergeben. Man kann also vermuten, daß a; = 2 oder = 0 ist, je nachdem k ein Quadrat 
ist oder nicht. Wir liefern den Beweis für die Richtigkeit dieser Vermutung durch 


vollständige Induktion. 
Die Koeffizienten von q* [k= 0,1,2,3 mod 4] in (35) liefern 


Journal für Mathematik. Bd. 159. Heft 3. 
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für k=1 mod 4: 
2 (a,ax-ı + aa. .5 + gay 9 +: + a 4044) + ai 
=2,. +, 4 +. +9 1ı +9,54 :-); 
für k=3 mod 4: 


a) ax—_ı + QAgQz-5 + AgQge 9 + + Ar gdi4g = 0; 
für k=0 mod 4: 
2 (QyQpr + Qgası + Qgas 3 ++ Qu 4044) + af 


= 2, +, + gs +':')+ axı2; 
für k=2 mod 4: 
2 (agas + agax_ı + aaa 3 ++ Qr-2Qr+2) 
= 2 (a, &-ı +45 + %a9+::')+ aka. 
Wir setzen die Richtigkeit unserer Vermutung für alle Koeffizienten bis ası_, 
voraus und zeigen, daß sie dann auch für ag _ı, Qgı zutrifit. 
I. Im Falle, wo k = 1 mod 4 ist, haben wir ad, = 2a, a,. Es bleiben zurück als 
linksseitige, bzw. rechtsseitige allgemeine Glieder 


A4y41 Agk4v—1; O4o+1 Ak—40—1- 
Auf beiden Seiten steht dieselbe Anzahl von Gliedern, in denen beide Indizes Qua- 
drate sind. Es sei nämlich 
4oe +1= (2r+1)%, k—4o—1= (2s)%, 
dann haben wir 2k= (2r+1—2s)’+(2r+1-+2s)’. Auf der linken Seite kommt 


aber ein Glied vor, bei dem die Indizes durch diese beiden Quadrate gegeben werden. 
In der Tat sind diese Quadrate ebenfalls ungerade, und die Ungleichungen 
1=(2r+1—2s”’Sk—A4, k+A=Z(2r+1+2s”?s2k—1 

zeigen, daß unsere Quadrate tatsächlich als Indexpaare auf der linken Seite vorkommen. 
Umgekehrt gehört zu jedem linksseitigen Glied mit den Indizes (2r +1 — 2s)}, 
(2r +1 -+2s)? ein Glied auf der rechten Seite mit den Indizes (2r +1)?, (2s)?. Es 
ist also in der Tat 2a, ax -ı = 2:22 oder O, d.h. ag. _ı =2, oder 0, je nachdem 2k — 1 
eine Quadratzahl ist, oder nicht. 

II. Im Falle, wo k=3 mod 4 ist, findet man kein Glied mit zwei quadratischen 
Indizes, da sonst in der Gleichung 2k=x2°+y? entweder =2r"+1, y=2y’ +1 
oder 2=2x«, y=2y’ und somit 2X +1 =x (z’ +1) +y’ (y +1) oder aber 
4k'’+3=2(2’?+y'?) wäre, wo Ak’+3=k. Beides aber ist unmöglich. Es bleibt 
also nur a,Q-ı = 0 zurück, d.h. ag _ı = 0 für k=3 (mod 4). Da2k—1=8Kk +5 
kein Quadrat sein kann, so stimmt dieses Resultat mit unserer Vermutung überein. 

Die Koeffizienten as-ı [k = 1,3 mod 4] sind die Koeffizienten ayı+ı 
(k=0,1,2,...). Somit haben wir as+ı = 2 oder O0, je nachdem Ak +1 ein Qua- 
drat ist oder nicht. 

Die Fälle, wo k= 0,2 mod 4 ist, können analog erledigt werden. Es stellt sich 
heraus, daß a, = 2 oder O ist, je nachdem 4% ein Quadrat ist oder nicht. 

Mit Rücksicht auf die Darstellung (34) erhalten wir also für die beiden Reihen (32): 


P(g)=1+29+2g9'+29°’+-- in inf. 


(36) Q(g)=1—2g + 2g'!+2g9° — -- - in inf. 


20. Da 





VM(z)=limYa=1+ (Ya; —1) +: + (Yan+2 — Va.) + - - in inf. 


n>x 


und nach (17) 


























v. Dävid, Arithmetisch-geometrisches Mittel und Modulfunktion. 


Vanzs Van Be Venrs 1 — V 6 = Vz + V Ca 
ist, so haben wir 


(37) YM()=1—- Yg—-VYa-Va—::-ininf., 
=Yz +Yg —- Va —-Va— -- -ininf. 

Setzt man nach Analogie der Gleichungen (30) 

(38) „= M(z) R (g*)®, 


so hat man 
P(g)=1+ R(q?) + R(q*) + R(q°) + - - - in inf., 
ıi—R g*) + R(g*) — R(q°°) +... .-ınınf., 
und hieraus 2AR(g*) = P(g) — Q(gq). Setzt man hier die Entwicklungen (36) ein, so 
folgt 


( 
( 


(39) Ri) =2H + gQP+g° +... + gla+DL ... in inf.). 


IV. 


21. Die Potenzreihen P(g),Q(q) und g 4A (g) konvergieren, nach elementaren Sätzen, 
nur für |g| <1. Es fragt sich aber, ob das durch die Gleichung (28) definierte q diese 
Konvergenzbedingung erfüllt ? Die Ungleichung |q| <1 wird dann und nur dann er- 
füllt, wenn $}(®) > 0, d.h. wenn die vom O0-Punkte ausgehenden Vektoren M(z) und 
M (YA — 2?) einen Winkel kleiner als z/2 bilden. Wir müssen also die Fälle M(z) = 0, 
M (YA — 22) = 0 ausschließen, d.h. die Bedingungen (G) gelten lassen. Dann beweisen 
wir in bezug auf die Forderung ‘$(®)> 0: wenn |1—z| genügend klein ist, so 
bestehen (für z#+1) die Ungleichungen 
IT 
h 
Die erste dieser Ungleichungen folgt z. B. für |1—z|<1/Y2, da in diesem Falle 


sn Z <arc M (2), arc M(yA — 22) < 


die Elemente der zu M(z) führenden Matrix in dem Winkel — n/4 <arcz < n/4 liegen. 
Die zweite Ungleichung folgt so. Infolge der Bestimmung (Y1—22),-, = 1 liegt 


der vom 0-Punkte ausgehende Vektor Y1 —z? auf der vom 0-Punkte ausgehenden 
inneren Winkelhalbierenden des „Dreiecks“ (1 +2,0,1—z). Wenn also |1 —z| ge- 


nügend klein ist, so liegt Y1 — 2? in der Halbebene R(z) > 0, und man hat 


Nimmt man |1 —z| genügend klein, so liegen die Elemente der zu M (/i — 22) führenden 
Matrix, d.h. die Elemente 


m > a+yI-d, 4a=-M-2.... 
in dem Winkel — n/4 <arez <n/4. Es ist also in der Tat 


IT 


— 7 <areM(yI — 2) < T- 


4 
Die Darstellung 
1 = M(z)P(Q)%, 2=M(z)Q(9, Vi — 2? = M(z) R(q)® 


gilt also für z+1, wenn |1 —z| genügend klein ist. Wir können uns aber von dieser 
22” 
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letztgenannten Beschränkung befreien. Da lima, = limg, ist, so gilt (Nr. 17) die 


Nn-> 2 nn 
Darstellung 
Cn 


lee Bela. 2) 


für genügend große n, es ist folglich |g®"| <1, und daher auch |qg| <1 ohne Rück- 
sıcht auf die Größe von |1 — z|. Wir haben also den Satz: Wenn z+0, +1 ist, so 
sılt die Darstellung (40) für jeden Wert von n. 

Mit Rücksicht auf die Definition von müssen wir uns (Nr. 14) die z-Ebene ebenso 
wie die (1 — z°)-Ebene längs der negativ-reellen Achse aufgeschnitten denken. 
Wenn wir (vgl. (28)) 1—2?=A — mit der Bestimmung YA =1 für z=0 — als 


unabhängige Veränderliche einführen, so gilt der Satz: M(z), M(Y1 — 2?) und 
o = (4) sind eindeutige regulär-analytische Funktionen in der längs der positiven 
reellen Achse aufgeschnittenen 4-Ebene. 

In der Tat ist M(YA —z?) in der so aufgeschnittenen A-Ebene eindeutig, da 
|1 — 22 — mit Rücksicht auf (/1 — 22)’ = A — keine reelle negative Zahl sein kann. 
In derselben Ebene ist aber auch M(z) = a_, M(g_,/a_,) eindeutig; denn wenn g_/a_, 


negativ wäre, so wäre, wegen g_ ‚Ja ,= (1— vi — z2)/(1 +Yi — 22), 
1 —z? reell, also A> 0, was aber ausgeschlossen ist. Bemerken wir noch, daß 
)=1,0 für z=0, +1 ist, so haben wir den angekündigten Satz. 


22. Da die Bedingungen (G) für z und Y1 — z? gleichzeitig bestehen, so dürfen 
wir (Nr. 20 und (29)) schreiben: 


1 = Mi —2) Pia), Vi—z22= M(Yi —2)Q(g4’)? 
mit 
ba ‚ iM(Vi — 22) | 
q =— eriw a V =: 2 a f 
M(z) © 
Die Sätze der Nr. 13 zeigen, daß man g (bzw. g’) den Nullpunkt so oft umkreisen 
lassen kann, daß M(z) (bzw. M(’A —z?)) keine Änderung erfährt, daß aber M(i — 2?) 


(bzw. M(z)) in einen beliebig vorgeschriebenen M(z)- (bzw. M(\1 — 3?)-) Wert über- 
eeht. Bei diesen Umkreisungen bleiben die Reihen ?, Q konvergent, da » (bzw. o’) 
um ganze Zahlen wachsen, so daß (wo) > 0 und \$(w’) > O0 bleiben. Es bleibt also 
\s(@(A)) > 0, wenn A die Punkte 0, + 1 umkreist. Die — laut (27) und (28) — ein- 
deutige, regulär-analytische Funktion A = /(o) läßt sich also nicht über die reelle 
Achse analytisch fortsetzen. 

23. Zusammenfassend können wir sagen: ® = w(A) ıst eine unendlichvieldeutige, 
analytische Funktion mit den einzigen im Endlichen gelegenen Singularitäten 0, +1. 
Ihre Zweige hängen durch unimodulare lineare Transformationen miteinander zusammen. 
Die inverse Funktion A = A(w) existiert nur für (wo) > 0, ıst in dieser Halbebene ein- 
deutig und regulär, und läßt allein die Werte 0, +1 aus. Es ıst dıe sogenannte Modul- 
funktion. 


24. Wir zeigen noch kurz, wie sich nunmehr die weiteren bekannten Eigenschaften 
der Modulfunktion in unsere Theorie einordnen. Wir setzen, indem wir von den Gauß- 
schen zu den üblichen Bezeichnungen übergehen, 


P(g) = dool®), lg) = dl), R(q) = dl). 











(41 
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Ersetzt man » durch ® + 1, so wechselt q sein Vorzeichen, und dgp| ©). Iyı| ©) 
permutieren sich. Mit Rücksicht auf Nr. 22 haben wiır also für die beiden unımodularen 


linearen Fundamentaltransformationen: 


2 9 ze 1 
I = M(z)%,(w) 1=- MV = (——) n(.) dsl 
m) 
o . 1 | | oe 
N) z = Ms) lo) VI 2 = Myi hl) - —- M(-- )6dı(@ 
( z 
02 an (—IN ıVl 2? yr 
| 1 — z2 — M(z)do(w) 3 = M \| 1 = AN Br ) 2 m( 2: yv ol 
1 'M(z 
Da :M(_)=Me), = 
Z Miyi z°) 
ist, so ergibt sıch 
(© +1): rl ©), Flo +1) 3, ©), Ho +1) idw). 
42) e/(—1 a 2 f—1 ei 
e dl — N = —] od), Sl > ) = Io) Fol 5 EA .. ) Lo O1 (o) 


und aus 


a4 
d10( ©) lo) 
10\ (9 


- 5) 4 4 
).(®) - 1 — Dr duo ) Pl) - 


0 ©) 
folgt 


— _Ao) “ 


Hieraus folgt ın a Weise, daß i = /(ow) bei unimodularen linearen Trans- 
formationen von w nur die sechs Werte eines Doppelverhältnisses annimmt. 


(453) )(o 


25. Um noch den Fundamentalbereich der Funktion /(®) herzustellen, bedürfen 


wir der Transformationsgleichungen: 


(£h 7 it o()) —1 
er) o( ı ITal) 
1 1 
(45) f) ( .) — x 
Jen, "Uu-V Io) 
von denen die letzte durch Wiederholung der ersten hervorgeht. Die Gleichung (44) 
ergibt sich wie folgt. Nach (41) und (42) können wir schreiben 
1 + 12 o/w—fA 
$ - — do = ) : Dı : Do, 
vi —- 22 yil — 2 ) 
es ıst also 
’ 1 
. ıM ( - ) 
o(4)—1 vi — 2? 
&(A) - M( 12 ) 
vi — 2? 
Setzt man hier die rechte Seite = w(A'), so folgt 
- 1 1 
Ey - 
1 — 2? ) 
also die Gleichung (44). 
Durch die Transformationen von / in den Gleichungen (44), bzw. (45) ent 
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spricht das Intervall 





— 0,0, bzw. 1,+o 
dem Intervall 0,1. Die Funktion 
(}) = _ Me) = iM yi — A) 
Myv1— 2) M (YA) 
bildet aber das IntervallO <A <4 auf das Intervall + io, 0 der imaginären w-Achse 
ab. Wenn nun ® = ıa(@ > 0) gesetzt wird, so zeigt die Gleichung (44) oder 


us —1 +, 


daß das Intervall 4,1 +ioo (also eine mit der imaginären w-Achse parallele Halb- 
gerade) dem Intervall — © <A <O entspricht. Endlich zeigt die Gleichung (45), 
daß der in der Halbebene X$(®) > 0 mit dem Mittelpunkt 1/2 und mit dem Radius 1/2 
beschriebenen Halbkreis dem Intervall1 <A < + oc entspricht. Alle drei Abbildungen 
sind stetig und gegenseitig eindeutig. Die Halbebene X$(A) >0 und das Kreisbogen- 
dreieck mit den Eckpunkten ® = 0,1, +iw sind daher konform und gegenseitig ein- 
deutig mit Hilfe der Funktion 








w(A) a  _———— (A —-1 — 22) 


auf einander abgebildet. Das Symmetrieprinzip führt nun mehr — auf Grund der 
Nr. 13 — zu den unendlich vielen Zweigen der Funktion w(A) und zu dem bekannten 
Kreisbogendreiecksnetz der w-Ebene!). 


!) Für die geometrische Deutung und Ergänzung unserer Theorie vergl.: H. Geppert, Zur Theorie 
des arithmetisch-geometrischen Mittels (Mathematische Annalen Bd. 99 [1928] S. 162 ff.). 




















Über den Zusammenhang 
zwischen den Parameterdarstellungen der Weddlieschen Fläche 
und der gemeinsamen Tangenten zweier Flächen 

zweiter Ordnung. 


Von E. A. Weiss in Bonn. 


Die wichtigsten Anwendungen, welche die Thetafunktionen von zwei Veränder- 
lichen in der Geometrie gefunden haben, beziehen sich auf Parameterdarstellungen 
orthogonaler Matrizen, der Fläche zweiter Ordnung, der gemeinsamen Tangenten zweier 
Flächen zweiter Ordnung, der Zyklide, der Kummerschen und der Weddleschen Fläche. 
Man kann diese Gebilde entweder unabhängig voneinander untersuchen und mit den 
entsprechenden Thetarelationen in Verbindung setzen oder von der Parameterdarstellung 
eines dieser Gebilde ausgehen und die der übrigen durch Transformation daraus ge- 
winnen. 


Solche Zusammenhänge sind mehrfach untersucht worden. Eine von Darboux 
angegebene und von Domsch !) näher behandelte Abbildung führt eine Schar von Flächen 
zweiter Ordnung in ein System konfokaler Zykliden über. Die Zyklide hängt ihrerseits 
vermöge der Geraden-Kugel-Transformation mit der Kummerschen Fläche zusammen !), 
und von der Kummerschen Fläche, die man als Ordnungs- oder Klassenfläche ansehen 
kann, führt eine von Reye ?) und De Paolis *) herrührende, zuerst von Schottky ') unab- 
hängig von diesen Autoren mit der Theorie der Thetafunktionen verknüpfte Abbildung 
oder eine andere, von Darboux’) behandelte Verwandtschaft zur Weddleschen Fläche. 
Caspary®) hat aus den Relationen zwischen den Elementen orthogonaler Matrizen 
die Göpelsche biquadratische Relation hergeleitet und so den Zusammenhang zwischen 
den orthogonalen Matrizen und der Kummerschen Fläche hergestellt. Unter Verwendung 


ı) P. Domsch, Über die Darstellung der Flächen vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt durch 
hyperelliptische Funktionen. Diss. Leipzig (1885). 

?) Th., Reye, Über Strahlensysteme zweiter Klasse und die Kummersche Fläche 4. Ordnung mit 
16 Knotenpunkten. Crelles Journal 86 (1879). 

°) De Paolis, Aleune proprietä delle superficie di Kummer. Rend. Ac. Linc. Ser IV. Vol. 6 (1890). 

*) F. Schottky, Über die Beziehungen zwischen den 16 Thetafunktionen von zwei Variablen. 
Crelles Journal 105 (1889). 

5) @. Darboux, Sur les systemes de coniques et de surfaces du second ordre. Bull. des Sciences 
Math. I (1870). 
°) F. Caspary, Zur Theorie der Thetafunktionen mit zwei Argumenten. Crelles Jorunal 94 (1883). 
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eines Studyschen !) Gedankens hat schließlich der Verfasser ?) die Elemente ortho- 
gonaler Matrizen selbst als Koordinaten von Ebenen und Geraden gedeutet, die im A, 
das liniengeometrische Bild der Kummerschen Fläche auf der Plückerschen Mannig- 
faltiekeit M3 und im AR, die Zyklide auf dem Moebiusschen Kontinuum M2 beschreiben. 

Ganz unabhängig von solchen Überlegungen ist von O. Staude®) die Parameter- 
darstellung der gemeinsamen Tangenten von zwei Flächen zweiter Ordnung hergeleitet 
worden. Es ist der Zweck der vorliegenden Arbeit, die Kette zu schließen und zu zeigen, 
wie diese Parameterdarstellung durch eine quadratische Transformation aus den beiden 
Parameterdarstellungen der Weddleschen Fläche gewonnen werden kann. 

In $1 gehen wir nach Einführung einer zweckmäßigen Charakteristikenbezeich- 
nung von der Schottkyschen Darstellung der Weddleschen Fläche aus und leiten daraus 
unter Verwendung eines Gedankens von Humbert*) die Casparysche ®) Parameter- 
darstellung ab. In $2 wird dann die Abbildung behandelt, die von der Weddleschen 
Fläche zu den gemeinsamen Tangenten zweier Flächen zweiter Ordnung führt. Diese 
Abbildung vermittelt dann in $3 den Übergang von den Formeln des $1 zu Parameter- 
darstellungen der gemeinsamen Tangenten. 


s1. 
Zur Einführung der Weberschen Charakteristikenbezeichnung setzen wir für die 
ungeraden Thetacharakteristiken: 


m [A] Bi-en l-e [lm [il-un 


(1) 
Bekanntlich läßt sich dann jede der zehn geraden Charakteristiken auf zwei verschiedene 
Weisen als Summe von drei ungeraden Charakteristiken schreiben: 





(2) [a 01] = [b 23] [a 23] = [5 01] 
[a 02] = [b 31] [a 531] = [5 02] 
[a 03] = [b 12] [a 12] = [b 05] 


[123] = [Oab], [023] = [1 ab], [031] = [2 ab], [012] = [3 ab]. 
jede Periodencharakteristik aber, mit Ausnahme von: 
0 n’ 00 
oje =- 0-6, 
als Summe von zwei ungeraden Charakteristiken: (ik). 

Der Übergang von einer Thetacharakteristik zur entsprechenden Periodencharak- 
teristik, wie er durch eine Gleichung von der Gestalt (3) vermittelt wird, ist nicht ın- 
variant. Er entspricht in der Theorie der Kummerschen Fläche einer Spiegelung an 
der Fundamentalfläche zweiter Ordnung [a 02]. Diese, durch die Wahl der Bezeichnung 
(1) bevorzugte Fläche, halten wir im folgenden fest. Dann hat es einen Sinn, z. B. die 


(3) 


ı) E. Study, Vereinfachte Begründung von S. Lies Kugelgeometrie I. Sitzber. d. Preuß. Akademie 
d. Wiss. 1926. 

®) E. A. Weiss, Zusatz zu der vorausgehenden Abhandlung. (Ebenda). 

») 0. Staude, Geometrische Deutung der Additionstheoreme der hyperelliptischen Integrale und 
Funktionen 1. Ordnung im System der konfokalen Flächen 2. Grades. Hab. Schr. Leipzig 1883 = Math. 
Ann. 22. 

4) @. Humbert, Theorie generale des surfaces hyperelliptiques. Journal de math. 9, (1893) S. 468. 

5) F. Caspary, Sur les deux formes, sous lesquelles s’expriment, au moyen des fonctions theta de 
deux arguments, les coordonndes de la surface du quatri&me degr& decrite par les sommets des cönes du 
second ordre, qui passent par six points donnes. C.R. 112 (1891). 
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Thetafunktion !) mit der Charakteristik ; | gleichzeitig mit #[a]((u)) und 9(02)({u)) 


und das Paar zusammengehöriger halber Perioden mit der Charakteristik ( f |) gleich- 


zeitig mit (02) und [a] zu bezeichnen. In einem System von vier Thetarelationen ?), 
dessen Koeffizientensystem mit dem der ausgezeichneten Fläche übereinstimmt, schreiben 
wir dementsprechend auf der einen Seite Theta-, auf der anderen Periodencharak- 
teristiken. 


Wir setzen ferner: 
(4) YL[ikl]((0)) = [ikl|, Bfikl]((u)) = Blikl], Blik)(u)) = Blik). 


Als Grundpunkte eines Gebüsches von Flächen zweiter Ordnung wählen wir jetzt 
die vier Koordinateneckpunkte, die wir mit 0, 1, 2, 3 bezeichnen und zwei Punkte 
a und 5 mit den Koordinaten: 

(5) @g:A]:a,:a; = [a23][a31][a12]: [a23][a02][a 03]: [a01][a31][a03] : [a01][a02][a12] 
bu:d1:b,:bz3 = [6 23][d 31][d 12] : [5 23][5 02][2 03] : [d 01][8 31] [2 03] : [d O1][8 02][0 12]. 


Die Formeln: 


u=+ (do &ı = — 4, Z0)(dg &3 — by 3) 
(6) X, = + (a,23 — a, 2,)(bdy &ı — bi X) 
X, = — (4,1% — 0 Xu) (ba 7 —b, &s) 
Ay = — (4521 — 0, 23)(du 2%, — by 20) 


vermitteln dann eine Abbildung der Punkte x des ‚‚Weddleschen Raumes“ auf die Punkte 
X des „Kummerschen Raumes“. Bei dieser Abbildung gehen die Flächen zweiter Ord- 
nung des Gebüsches: 

(7) Zfu u, = 0 i$k@k=»-0,1,2,3) 
in die Ebenen: 


U, = + abo loa — az br Far 
(8) U, = — agbzfoa + Qı ba fsı 
U, = + a, do for — Qz ba Tas 
U; = — agby for + a2 ba Tas 


des Kummerschen Raumes über. Ein Hauptresultat der Arbeit von Schottky läßt sich 
dann folgendermaßen aussprechen: Setzt man in die Übertragungsformeln (6) der Ab- 
bildung von Reye-De Paolis für x die Parameterdarstellung von Schottky: 


x, = #[123] #11] 912] 913] 
x = 8[023] 9[0] #[2] 913] 
x, = 9[031] 9[0] 813] 911] 
x, = 8[012] 8[0] 911] 912] 





la 











!) Wegen der Definition der Thetafunktionen und wegen der zwischen ihnen bestehenden Relationen 
verweisen wir auf: 
4A. Krazer, Theorie der zweifach unendlichen Thetareihen auf Grund der Riemannschen Theta- 
formel. Leipzig (1882). 
Abweichend von Krazer bezeichnen wir jedoch mit s[ikl] ((w)) und 3 (ik) ((w)) die Thetafunktionen mit den 
zu [ikl] und (ik) gehörigen Normalcharakteristiken. 
°) Vgl. Gleichung (16). 
Journal für Mathematik. Bd. 159. Heft 3. 2 
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für die Weddlesche Fläche mit den sechs Knotenpunkten 0,1,2,3,a,b ein, so erhält man 
unter Verwendung der Thetarelationen: }) 





Ay%ı — A,% = — [a23] [031] [012] [a 23] #[2] 913] 
Ay&g —- AgXy = -+ [a31] [012] [023] 9fa 31] 9[3] 9 [1] 
Ay%g — Ay = + [a12] [023] [031] 9[fa12] 9[1] 9[2] 
AgX%z — Ag%, — — [a01] [123] [023] 9[a 01] 9[0] #1] 
Ad, — 41%, = — [a02] [123] [031] 9[a02] 9[0] 9[2] 
A) — AgX%, = + [a03] [123] [012] #[a 03] #[0] 913] 


lla 











und sechs anderen, die aus Ila durch Vertauschung von a mit b hervorgehen, die Para- 
meterdarstellung: 





X, = [5 01]? 02[ 01] 
X, = [a01] 92fa 01] 
X, = [5 02]? 92[2 02] 
X, = [a 02]? 92[a 02] 


Illa 











der entsprechenden Kummerschen Fläche. 


Es sei nun x ein Punkt der Weddleschen Fläche la. Der zugehörige ‚‚Weddlesche 
Kegel‘‘ (durch die sechs Grundpunkte, mit dem Scheitel in x) kann dann in der Gestalt: 


2 fir YıYı = 
+ Y0Yı ‘ ZaXz(AgXy -— Ay Fg)(AgLz —AgLg) + Yayz * LyLılQgXı — Ay Fy)(Aglyg — Ay T,) 
(9) + Y0Y2 ' KarılAgLlg — AgXy)(QyXı —-A1X) + Yayı - Tg %g(Ag Lg — Ayry)(AzX, —A,Lz) = 0 


+ YoYa * KıFg(Aglz —AgRg)(A] Lg —Agr,) + Yıya  oTg(Ag%z — AgXy) (A), — AyX,) 
geschrieben werden. Eine zweite, analoge Formel ergibt sich, wenn man in (9) a mit b 


vertauscht. Aus beiden Gleichungen folgt mittels Ia und Ila folgende Parameterdar- 
stellung der Weddleschen Kegel: 


fon = + [a01][ 01] (01) fa = + [a23][b 23] @(23) 
(10) fg = — [a 02] [d 02] ©(02) Isı = — [le 31][d 31] 0(31) 
fo. = + [a 03][5. 03] (03) fi» = + [a 12][# 12] 812), 
wobei ©(ik) das Produkt der sechs zu dem Aosenhainschen Sechsersystem mit der 
Periodencharakteristik (ik) gehörigen Thetafunktionen bezeichnet. Es ist also beispiels- 
weise: 
(11) O(01) = 9[0] #[1] #[a 01] #[d 01] [201] #[301]. 
Ganz entsprechend werden wir später © mit Thetacharakteristiken benutzen. Dann 
ist z. B.: 
(12)  O[a01] = Of[b 23] = 9(01) 91 a) Ha 0) 9(23) 935) 9b 2). 


Die Funktionen © sind gerade Thetafunktionen sechster Ordnung von der Charak- 


. | 
teristik > 
Transformieren wir nun die /,, mittels der Formeln (8), so erhalten wir durch 


die Abbildung von Reye-De Paolis aus der Parameterdarstellung der Weddleschen Kegel 
die folgende Parameterdarstellung der Kummerschen Fläche Ila als Ort ihrer Tangen- 
tialebenen: 


ı) A. Krazer, l.c. S.39. Formel (C,). 








N 


b 
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U,[d 11]? = — [a 03]? - (02) -- [5 03]? - ©(31) 

U,[a 01]° = + [5 03]? - ©(02) — [a 03]? - ©(31) 

U,[b 02]? = + [a 03]? - ©(01) — [db 03]? - (23) 

U,[a 02] = — [P 03]? - (01) + [a 03]? - ©(23). 

Aus (13) wollen wir jetzt eine neue Parameterdarstellung der Kummerschen Fläche als 
Ort von Punkten durch Spiegelung der Tangentialebenen (13) an der Fundamentalfläche 
[a 02] = [b 31] ableiten. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, daß die beiden Funktionen (03) und ©(12) 
mit den Funktionen (01), ©(23), (02), ©(31) durch zwei lineare Gleichungen ver- 
bunden sind, die man erhält, wenn man die Bedingung dafür aufstellt, daß die Fläche 
E/,Y;Y, = 0 mit den Koeffizienten (10) durch die beiden Punkte a und 5 hindurch- 
läuft. Löst man die beiden Gleichungen nach ©(03) und @(12) auf, so folgt: 

{[b 03]* — [a 03]*} - (03) = — [023]? [012]? e e — [031]? [012]? (02) 
+ [031]? [123]? (23) + [023]? [123]? (31). 
{[b 03]* — [a 03]*} - O(12) = + [031]? [1237 n nd + [023]? [123]? (02) 
— [023]? [012]? (23) — [031]? [012]? 0(31). 
Aus diesen Gleichungen ergeben sich zwei neue, wenn wir in ihnen die Argumente um 
zusammengehörige halbe Perioden mit der Charakteristik (12) vermehren: 
[[603]* — [a03]'} - Olab) = — [031]? [123]? @(31) — [023]? [123]? 0123) 
- [023]? [012]? (02) + - 1] [012]? (01). 
[503]! — [a03]’} - (0) = -+- [023]? [012] @(31) + [031]? [012]? ©(23) 
- [031]? [123] © 02) — — [023]? Fe (01). 

Ersetzen wir nun in (14) und (15) dıe vier rechts stehenden © vermöge (13) durch 

die Koordinaten U der Tangentialebenen der Kummerschen Fläche, so folgt: 
(16) 
[501]? - [501] = [5 01]?[a02]?[P 01]? U, + [01]? [5 02]? [a01] U, + [501]? [a01]? [5 02]? 7, 
+ [501 ]? [501]? [a02]? U 
[a01]°- O[a01] = [a01]?[5 02]°[# 01]? U, + [a01]? [a02]? [a01? U, + [a01]?[501]?[5 02V, 
+ [a01]?[a01] [a02]?U,. 
[02]? - [502] = [502]?[a01]?[ 01]? U, + [502]? [5 01]? [a01]? U, + [5 02]°[a02][5 02V, 
+ [502]? [502]? [a02]?U,. 
[@02]° - O[a02] = [a02]?[5 01]?[5 01? U, + [a02] [a01]?[a01]?U, + [a02J?[5 02]?[5 02] U, 
+ [a02]?[a02]? [a02]?V,. 
Die symmetrische Matrix des Systems (16) ıst die Matrix der Fundamentalfläche zweiter 
Klasse [a 02] = [5 31] der Kummerschen Fläche. Da es sich also um die ausgezeichnete 
Korrelation handelt, haben wir links die Periodencharakteristiken (03), (12), (ab), (0) 
durch die entsprechenden Thetacharakteristiken ersetzt. Durch die Spiegelung an eineı 
Fundamentalfläche wird die Kummersche Fläche in sich selbst transformiert. Wegen 
(16) ist also: 


(13) 


(14) 


(15) 





X, = P01]°- O[501] 
X, = [a01]? - O[a01] 
X, = [502]? - 0[502] 
X, = [a02]? - O[a02] 


Ilb 











die gesuchte neue Parameterdarstellung unserer Kummerschen Fläche. Ein Vergleich 
mit den Ausgangsformeln IIl a zeigt, daß die d-Quadrate durch ©-Funktionen mit den- 


selben Charakteristiken ersetzt worden sind. 
23* 
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Jetzt können wir analog zu dem oben über den Zusammenhang von Ja und IIla 
ausgesprochenen Satz folgende Aussage machen: Setzt man in die Übertragungsformeln 
(6) der Abbildung von Reye-De Paolis für x die Parameterdarstellung von Caspary: 











% = + 923) 9(31) (12) 
Ib 2, = — D(23) 9(02) 9(03) 
+ - 9(31) 9(03) 9(01) 
X, 9(12) 901) 8(02) 





für die Weddlesche Fläche mit den Knotenpunkten 0,1, 2,3, a,b ein, so erhält man unter 
Verwendung der Thetarelationen: 





a, — a), = [a 23][031][012] 9(23) 92a) #(3a) 
Ay&g — Ay&, = " [a31][012][023]9(31) 9(3 a) Hl) 
Ay, — Ay, = [a12][023][031] #112) 91 a) (2a) 
4,5 — Ay2, =  [a01]f123][023] #(01) 90a) #1 a) 
a,% — 42, = * [a02][123][031] #(02) #(0.a) (2a) 


u ". [a03][123][012] #(03) 9(0a) 8(3a) 











(Es gelten die oberen Vorzeichen. Durch Vertauschung der oberen und der unteren 
Vorzeichen und der Buchstaben a und 5 erhält man ein zweites Gleichungssystem.) die 
Parameterdarstellung 111 b der entsprechenden Kummerscher Fläche. 


Weil die Fläche Ib mit der Kummerschen Fläche III b durch die Abbildung von 
Reye-De Paolis verwandt ist, ist dieselbe Fläche Ib mit der Kummerschen Fläche (13), 
also der Klassenfläche, durch eine Transformation verbunden, die sich durch Zusammen- 
setzung der Verwandtschaft von Reye-De Paolis mit der Polarität an der Fundamental- 
fläche [a 02] ergibt. Dies ist die zuerst von Darboux angegebene Transformation. 


$ 2. 
Aus dem Weddleschen Raume (x) geht durch die quadratische Transformation: 
(17) ui Mi tlg — Rz = 0 


ein neuer Raum (r) hervor, den wir den Staudeschen Raum nennen. Jedem Punkte x 
des Weddleschen Raumes entspricht dabei eine Fläche zweiter Ordnung (17), die das 
Koordinatentetraeder als Polartetraeder besitzt. Insbesondere geben die Punkte der 
Koordinatenebenen Kegel mit dem der betreffenden Koordinatenebene im Staudeschen 
Raume korrespondierenden Koordinateneckpunkt als Scheitel. Rückt der Punkt auf 
eine Kante des Koordinatentetraeders, so artet der Kegel in ein Ebenenpaar aus, und 
dieses wird zu einer doppeltzählenden Koordinatenebene des Staudeschen Raumes, sobald 
der Punkt mit einem Koordinateneckpunkt des Weddleschen Raumes zusammenfällt. 

Umgekehrt entspricht einem Punkte x eine Ebene (17). Diese Beziehung ist aber 
nicht eindeutig umkehrbar. Vielmehr gibt eine Ebene u acht assoziierte (nicht immer 
von einander verschiedene) Punkte r, deren Koordinaten sich nur in den Vorzeichen 
unterscheiden. 
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Wenn ein Punkt des Staudeschen Raumes die Verbindungslinie der beiden Punkte 
y und h durchläuft, so umhüllt die entsprechende Ebene einen Kegel zweiter Ordnung: 


= + (An + u) 


(18) u, = — (Ar, + udı)? 
2, = + (AR + u)? 
u; = — (At, + u93)?, 


dessen Punktgleichung man erhält, wenn man die Diskriminante der durch (18) einem 
Punkte x zugeordneten quadratischen Form gleich Null setzt: 

(19) KdıForı — Kialolz + KosTolz + Kdalyrz — Kılzrı + Harırz, = 0. 

Hierbei bedeuten die & die Plückerschen Koordinaten der Verbindungslinie von r und ). 

Durch (19) werden die Geraden des Staudeschen Raumes auf die Kegel durch die 
vier Koordinateneckpunkte des Weddleschen Raumes abgebildet. Mur von solchen Kegeln 
ist im folgenden die Rede. 

Die Gleichung (19) kann auch als Liniengleichung der Fläche (17) angesehen werden. 
Ist also x ein Punkt des Kegels &?, so ist X eine Tangente der Fläche x. Einer Erzeugen- 
den des Kegels &? entspricht ein Büschel von Flächen x, welche die Gerade & tangieren. 
X ist also Tangente ihrer Schnitt-C*, der die betrachtete Kegelerzeugende zugeordnet 
werden kann. Die oo! Kegelerzeugenden geben so oo! Kurven C', die alle auf der Bild-F? 
des Scheitels, der ‚Scheitelfläche‘‘ der Geraden, liegen und die Gerade X tangieren. 
Diese Gerade gehört also ihrer Scheitelfläche als Erzeugende an. 

Einem Kegel &” korrespondieren umgekehrt acht ‚assoziierte‘‘ Gerade &, deren 
Koordinaten sich nur in den Vorzeichen unterscheiden: vier Rechts- und vier Links- 
erzeugende der Scheitelfläche. 

Nach dem Gesagten entspricht der Gesamtheit aller Kegel durch einen festen Punkt 
des Weddleschen Raumes die Gesamtheit der Tangenten der diesem Punkte entsprechen- 
den F?, dem Büschel aller Kegel mit diesem Punkte als Scheitel die Gesamtheit der 
Erzeugenden der Scheitelfläche. 

Insbesondere geben also die Kegel durch die beiden Punkte a und b, (die Weddleschen 
Kegel), die gemeinsamen Tangenten der beiden Flächen: 


2 2 2 2 
u —- Hit mi — AL = 0 


(20 : : 
5 bir bi = 0. 


Die Kegel mit den Scheiteln in a und b geben die Erzeugenden dieser Flächen. 


Wir übertragen weiter die 16 ausgezeichneten Weddleschen Kegel in den Staudeschen 
Raum. Von den sechs Grundkegeln entsprechen vier, deren Scheitel in den Eckpunkten 
des Koordinatentetraeders liegen, je vier gemeinsamen Tangenten der Flächen (20) in 
den Koordinatenebenen, die zwei übrigen je acht assoziierten Erzeugenden der Flächen a 
und 5, welche die Schnitt-C* dieser Flächen tangieren. 

Von den zehn Weddleschen Ebenenpaaren geben vier (mit den Charakteristiken 
[123] = [0 ab] usw.) je vier Verbindungslinien eines Koordinateneckpunktes mit den 
Schnittpunkten der Flächen a und 5b in der gegenüberliegenden Koordinatenebene. Diese 
Geraden bilden die Basis des Kegelbüschels, das der Doppelgeraden des Ebenenpaares 
verwandt ist. Die sechs übrigen Ebenenpaare geben ausgezeichnete räumliche Vierseite 
des Staudeschen Raumes. Die Eckpunkte des dem Ebenenpaare [a 01] = [5 23] ent- 
sprechenden Vierseits sind beispielsweise die Schnittpunkte der Fläche a mit der Schnitt- 
kante der Koordinatenebenen 0 und 1 sowie die Schnittpunkte der Fläche 5b mit der 
Schnittkante der Koordinatenebenen 2 und 3. Auch diese Vierseite sind Träger ausge- 
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zeichneter Flächenbüschel im Staudeschen Raume, die den Doppelgeraden der Ebenen- 
paare verwandt sind. 

Die Punkte der Weddleschen C? werden auf die Flächen der Schar abgebildet, 
welche die Flächen a und 5b verbindet. 


Diese Schar benutzt O. Staude als binäres Grundgebilde bei der Verteilung der algebraischen 
Parameter auf die gemeinsamen Tangenten. An Stelle der Schar kann aber, wie die Abbildung zeigt, 
auch z. B. eines der eben genannten Bild-F?-Büschel von Geraden der Weddleschen Fläche treten. Wir 
verschieben aber die Behandlung unserer Abbildung mittels Wurzelfunktionen auf eine andere Gelegenheit. 


8 3. 


Den Ausgangspunkt für die Gewinnung einer Parameterdarstellung der gemein- 

samen Tangenten bildet die Gleichung: 
YoYı * Apay(barı —diXy)(AgXz — Az%g) + Yayz ' Ayaz(byXg — bzX3) (ap, — A,X,) 
(21) + Y0Y2 * AgAy(bytg — dag) (AgX, — A125) + YaYı ' Azay(bzr, — by 25) (Ayty — ay7,)=0, 
+ YoYz * AgAz(byXz — dzXg)(Ay Lg — AyXz) + Yıya * A,Qz(bi 0, —bzX,)(dyLy — AyXy) 
die für varıables x der Weddleschen Fläche die Weddleschen Kegel (mit trivialen Aus- 
nahmen) liefert. x ist nicht der Scheitel des Kegels (21), sondern liegt auf der Polarebene 
des Punktes a — hierin besteht die Bevorzugung dieses Punktes in der Darstellung (21) — 
auf der nicht durch a laufenden Sehne der C°. 

Ersetzt man jetzt in (21) die x unter Verwendung des Formelsystems Il a durch die 
Werte der Schottkyschen Parameterdarstellung I a und geht man von der so gewonnenen Para- 
meterdarstellung der Weddleschen Kegel durch Ausziehen der Quadratwurzel zu den Ko- 
ordinaten der gemeinsamen Tangenten über, so erhält man die folgende Staudesche Para- 
meterdarstellung: 





&oı = — Vla01 ][a23] 9[a 01] X = — V[a01][a23] #[a23] 
IVa | &% = + V[a02][a31] #[a02] &sı = — Vla02][a31] 9[fa31] 
&os = + V[a03 ][fa12] 9[a03] &ıs = + V[a03][a12) #fa12] 











Auch hier bekommt man acht zusammengehörige Geraden, wenn man die Vorzeichen 
der Koordinaten auf alle mit der Plückerschen Identität verträglichen Weisen ändert. 
Aber man erhält jetzt alle Tangenten auch schon ohne diese Maßnahme, wenn man die 
Argumente ((u)) alle Werte durchlaufen läßt; denn jedem zulässigen Vorzeichenwechsel 
der Koordinaten entspricht eine Vermehrung der Argumente um ein Paar zusammen- 
gehöriger Perioden, so daß nach wie vor ein Weddlescher Kegel acht Tangenten ver- 
wandt ist. 

Für die Polarebenen der Punkte a und 5 in bezug auf einen solchen Kegel, dessen 
Koeffizienten wir eben mittels Thetafunktionen dargestellt haben, erhält man die 
Gleichungen: 

(22) 
Yobol123]? 90] — 1511023] 921] + %Y26,1031]? -9[2] — Y355[012]9°[3] = 0 
Yga,[123]? - 92[123] — Y, a, [023]? - 92[023] + Y,a,[031]? - 9°[031] — Y;a3[012]? 9°[012] = 0 
und daraus mittels der Übertragungsgleichung (17) folgende Parameterdarstellungen der 
Flächen a und b: 
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to = Vdo[123]9[0] x, = Ya,[123] 9123] 
rı = Vb[023] [1] x, = Ya,[023]9[023] 
r = Vb,[031]9[2] x, = Vaz[031]9[031] 
tr, = Vbz[012]9[3] x; = Vaz[012] 9[012] 


Va 











Acht assoziierte Punkte entsprechen den Berührungspunkten von acht assoziierten 
Tangenten. Die Wurzelvorzeichen sind aber auch hier fest, und zwar so gewählt worden, 
daß Va die Berührungspunkte der Tangente IVa gibt. 

In ähnlicher Weise kann die Casparysche Parameterdarstellung übertragen werden. 
Rücksicht auf Realitätsverhältnisse verlangt dann, daß die Formel (17) durch die 
folgende ersetzt wird: 

(23) ou tu mn nm —N. 

Entsprechend sınd die Gleichungen (18)—(20) zu verändern. Dann gilt der folgende 
Satz: Ersetzt man in der Parameterdarstellung (9) für die Weddleschen Kegel mit dem 
Scheitel x den Punkt x mittels des Gleichungssystems Il b durch die Casparyschen Werte 
Ib und überträgt man diese Parameterdarstellung der Kegel mittels der aus (23) fließenden 
Übertragungsformeln in den Staudeschen Raum, so erhält man folgende Parameterdar- 
stellung der gemeinsamen Tangenten: 

















&oı = + V[a01][501] #(01) X. = + Y [a23][5 23] 9(23) 
IVb | &% = +YT[a02][502] 9(02) &;ı = + V[a31][31] 931) 
X = +V[a03][503] #(03) RE V[a12][512] #(12) 
und ihrer Berührungspunkte: 
Lt, = + Vb,[123] 9(a0) to = + Ya,[123] 950) 
Vb I 5 I | b,[023] Da 1) kı > | a,[023] 9(b1) 
Y, — -- Yb,[031] 9(a2) I, = + Ya,[031] 9(52) 
Y; = + Yb,[012] 9(a3) I, = — Ya,[012] 9(53) 











Die Untersuchung führt damit auch zu folgendem Resultat: Unsere Übertragung der 
Schottkyschen und Casparyschen Formeln vom Weddleschen Raum in den Staudeschen 
Raum liefert Parameterdarstellungen der gemeinsamen Tangenten, die vom Standpunkte 
der Theorie der Thetafunktionen aus nicht als verschieden angesehen werden können. 

Der geometrische Unterschied zwischen der Darstellung mittels Thetacharakteristiken und 
Periodencharakteristiken tritt bei der Verwendung von Wurzelfunktionen hervor: Im ersten Falle ist 
z.B. die a und b verbindende Schar, im zweiten Falle z.B. das Flächenbüschel durch ein ausgezeich- 


netes Vierseit Träger des binären Gebietes, von dem aus die Verteilung der algebraischen Parameter 
erfolgt. 
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Weitere periodische Formationen. 


Von A. Arwin in Malmö (Schweden). 





In einer vorhergehenden Arbeit !) wurde die Möglichkeit einer periodischen Ketten- 


bildung untersucht in Fällen, da der Grundkörper imaginär, K(iVm), und m einer der 
niedrigeren Werte 1, 2, 3, 7 und 11 war. Die Methode mag vielleicht als ein fortlaufendes, 
einfaches Approximationsverfahren angesehen werden, und als eine erste Verallge- 
meinerung des gewöhnlichen Kettenbruchverfahrens mit Ä(1) als Grundkörper. Für 
höhere m muß man, um periodischer Entwicklungen in allen Fällen versichert zu sein, 
noch weitere Verallgemeinerungen durchführen, und kann man vermittels eines einfachen 
Gedankens einer doppelten Approximation, die bald unten charakterisiert wird, die 


Existenz periodischer Formationen für © =Ya +ibYm und » = Ya-+byYm, m beliebig, 
in K(iYm) und K(Ym) als Grundkörper zeigen. Sogar im biquadratischen Zahlkörper 
K(i/m, i) als Grundkörper lassen sich quadratische Irrationalitäten 
o®=YVa+tib-+cYm+ idYm 

durch dieses Verfahren zu periodischer Konvergenz bringen. Für niedrigere 
Werte m = 2,3 im reellen Körper K(/m) reicht noch die gewöhnliche Kettenbildung 
hin, um allgemeine Periodizität in ÄX(/m) hervorzurufen, wie wir zeigen werden. Außer 
den oben erwähnten allgemeinen Formationen in K(iYm,i), der bekanntlich als aus 
den beiden einzelnen Körpern K(iYm) und K(Ym) entstanden betrachtet werden kann, 
soll eine Art einfacherer Ketten erwähnt sein, vermittelst deren die Idealverteilung 
bei diesem Zusammenschlagen beleuchtet wird. Diese sind einfache Ketten mit Ä(:) 
als Grundkörper, weshalb deren Konvergenz schon feststeht. Es ist ein Verdienst der 
periodischen Formationen, daß sie eine systematische Behandlung des Äquivalenz- 
problemes zulassen, indem als allgemeine Regel gilt, daß aus einer Äquivalenz von Brüchen 
eine Idealäquivalenz folgt, obgleich nicht umgekehrt. In allen unseren Fällen ıst 


quadratisch, &, = (P, + w»)/Q,, wo P, und Q, ganze Zahlen aus respektiven Zahlkörpern 
1 











sind, und schreitet die Kette bekanntlich als w, = o, + Se 1.2,... fSert. 
v+1 
Daraus ergibt sich einfach 
| P,to 
(P,+ı + w) [Q,; P, + | . (P,+3 + ©) 0; Q, ur 


= (P,1ı + o) le; (0, + an —) Q.| u Q,[P,+1 +0; 0,(P,}ı +) + @,+ı] 
zn Q,[Q,+1; Pe + @] . 


!) Arwin, A.: Einige periodische Kettenbruchentwicklungen. Journal für Mathematik, Bd. 155, S. 111. 
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woraus schon die erwähnte Idealäquivalenz folgt. Wir gehen nun zu unserem Haupt- 
probleme über. Sei also nach irgendwelcher Regel die Formation in Ä(/ m) 


1 1 
1 0 — — u. —- 
( ) 09 .. @ == 0 + — 
gegeben, wo die am besten hervortreten und wo ®=D=a-+bl|m, 
@— mb?=d>(0, = o)/Q,: On = (Pa — w)/On, On, Pu und Q„ von Gestalt 


m» + n„Vm, P} und Q', 2. zu - und Q@, konjugierten Zahlen m, — n„./ m usw. angeben. 
Wie gewöhnlich ergibt sich die Äquivalenz 


w 1 Ä 
En Pan 2 4 Eur ’ Bi An—ı — Ba—ı ae 1 


(2) a_ Fi 


’ 
Ay, D) An—ı 
a, | m 
Ay 


und wir wollen voraussetzen, daß teils |a,| — ©o und teils wenigstens in einer unendlichen 


n,Folge »,, + en — 0 bestehen. Infolge dieser Bedingungen wird 


N; 


w — Pr. > 0 
An, 
und auf Grund ß, %,-ı — %,ßn,—ı = +1 allgemein 
wo — Pn _ 0. 
An 
Allgemein gilt auch mit Rücksicht auf &® = — o 
u mn 0, 
= An 


und aus den beiden Gleichungen 


Vn, m mn u Ön, + v 


Ay, 

(Gun .. 

nn, 4 NT m In, UV 
An, 
folgern wir 
20 1 
u en >. 0) n > 
| ©n, Dn, | Q,, | nz | | N ı | M, 


wo M, eine begrenzte Größe ist, und also 

| On, | < 20 M;, 
d. h. das Nennerelement Q,, in @&,, muß begrenzt ausfallen. Für die Ketten in Ä(1) 
ist diese Bedingung ausreichend um die periodische Entwicklung oder, wie wir sagen 
können, die periodische Konvergenz zu sichern, was hier nicht mehr der Fall wird, 
indem ein Q, = ma —n„Vm begrenzt sein kann, während doch die rationalen Be- 
standteile m„, n„» > ®. Angenommen aber daß in (2) gestrichen, d.h. 


Pr _ 2 0 


a, a 
a2 (o, + si a’ 


. . u ’ a 
die beiden erwähnten Eigenschaften |a/)| > ©, ®,, + — +0 bewahrt sind, dann 


ıı 


(2’) w’ Ber 


wird wie oben gezeigt 
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| On. | < 2oM,, 
und aus den beiden Ungleichungen zusammen schließen wir, daß m„ und n,„ begrenzt 
werden. Gilt (2’) nicht, aber bestehen eventuell in 


| #1 


= ur - 
n ı9 N n—1 
An“ (or de, ) 


n 


die analogen beiden Eigenschaften, so folgt die periodische Konvergenz aus 


‚ 

Un 

‚ n 1 
On, + a’ — Ön, +0, 

n 

a) | 

’ n 1 
N, + r u; Nn, —0, 


nı 


die denselben Schluß: |Q,,| begrenzt ergeben. Im ersten Falle wird 


’ 
u — Pu _ 0, @— Pr 0 
Ay An 
(5) und ım letzten 

’ 

a — Pa ,o, 0 — 0, 
Un n 

d.h. / Pu An B, 
= u + vVm > = + m 
f | An Ru R,„ | 


[4 
= u— v/m = Pu _ u. Bu m 
m Su $) 
On R, R, 


’ 


wo A,„, BD. und A, ganzzahlıg in Ä(1) sind, und weiter 
A, y B, 
"Eu BR.’ 
(5°) während im letzten Falle 
u B. ; au a n 
| m R, ‚| u. R, 


bestehen, und die Relationspaare (5’) geben ebenfalls Beispiele für sıimultane Approxi- 
mationen, wie sie beispielsweise in den sog. dreigliedrigen Jacobiketten untersucht worden 


sind !). Dies wird um so augenfälliger, da infolge 
2u = w+ w =Ya+bym+Ya— bym = V2(a +Ya) 
- 1 


wie auch 
la—Vd 
|" ee w=3, 
ı und » leicht angebbare Irrationalitäten im selben biquadratischen Zahlkörper sind. 
Wir wollen über die Größenordnung der Approximation in (5) Auskunft suchen. Aus 
jeder beliebigen Kettenbildung mit zugehöriger Äquivalenz 


o = Pn@n + Pa-ı i Ph Un — Prn—ı „=H+ 1 


And + m—ı 


(2) 


entnimmt man 
D) 
PB —- w=+(, 


', Perron, ©.: Mathem. Annalen, Bd. 64, 1907. 
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oder 
o— Bi — - Q, On 
2 
” a; (o + er 
Ay 
’ _— N 
wo’ u; Pn er Es O0, 


‚9. .” 


Vorausgesetzt, daß (2) periodisch, |a„| und |a,| von derselben Größenordnung AR,” sind, 
da |a„ %| = R„, werden |Q,„| und |Q,| begrenzt, und wenigstens die eineder Komponenten 
in (5’) wird von nicht höherer Approximationsordnung als 4/R,. Sind |a,| und |«/) hin- 
gegen von verschiedener Ordnung, so stellt sich die Sache unvorteilhafter. Danun bekannt- 
lich !) die beste simultane Approximation in zwei Gliedern im allgemeinen von der Ord- 


nung A/R,” ist, sehen wir also, daß die hierhergehörigen, periodischen Ketten nicht diese 
Ordnung leisten können. Möglicherweise möchte dieser Weg über eine simultane Appro- 
ximation in K(1) zu periodischen Entwicklungen versucht werden. Wir wollen aber 
den naturgemäßeren Weg einschlagen und werden eine Methode gebrauchen, die eine 
Möglichkeit, den Konvergenzbeweis der Periodizität durchzuführen, ergibt. Es ist einfach 
eine zweidimensionale Fortbildung der gewöhnlichen Ketten, denn diese können als ein 
fortgesetztes Approximationsverfahren aufgefaßt werden, wo x = o„ ganzzahlig aus der 
Folge der Ungleichungen 
(3) IPa+ıl a; IPn ze. Qn| < On 
entnommen wird und wo P„ und Q,„ K(1) angehören. Mit Hilfe der Relationen 
Pu:ı = Pan — mQn, D= w® = Puarı + On Qn+ı werden nun formal die Bruchzahlen 
1 

O4 
gebracht. Die periodische Konvergenz folgt, wenn wir zeigen können, daß @, 
begrenzt wird. Seı also Q„ — © für wachsendes n, dann ergibt (3) 


(Pazı + ©) (Par ne o)| <Qo Be w” ze, 


©, = (P„ + w)/Q„ gebildet und die Kette auf die allgemeine Gestalt ©, = on 


d.h. 
On On+ı @R, Ou+ı <@,, 
womit Q,„ im Wachsen begrenzt ist. Für den folgenden Beweis einer periodischen 
Konvergenz brauchen wir folgende Erklärungen. Nach einem allgemeinen Satze ?), 
spezializiert auf zwei Variable, können für beliebig gegebene Irrationalitäten 
NN EN — Ernı)| >= d, und beliebige Konstante y,, Ya. Yı Ya — d, stets die 
Gleichungen 
SrtsylSYı 
Imt+my|SY 
ın ganzen Zahlen x, y befriedigt werden. Geometrisch besagt dies, daß innerhalb eines 
Parallelogrammes um Origo, wir wollen es der Kürze wegen F nennen, oder auf seiner 
Begrenzung immer Gitterpunkte liegen. Die entsprechenden, nicht homogenen Un- 
gleichungen 
Artsyts|Sd, 
Imetny+tYy|S 
definieren ein F, dessen Mittelpunkt im Schnittpunkte der beiden Linien 


!) Perron, O.: Irrationalzahlen, 1921, S. 132, Satz 54. 
?) Hecke, E.: Theorie der algebraischen Zahlen, 1923, S. 116, Satz 9. 
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&,% + &,y + Ey um 0, N,% + NY + Nn3 = 0: 

liegt, und vermittels Translation vom Mittelpunkte aus zu diesem Punkte 
gebracht worden ist. Aus dem bewiesenen Vorhandensein eines Gitterpunktes 
im F um Origo folgt nicht unbedingt die Existenz eines Gitterpunktes im 
neuen F. Doch ist dies stets durch Dilation der Begrenzung von F zu erreichen. Sei nun 
0, = 0, +iVm0%,Pn = P4+iVmP}, wo: =D=a+ ibm und 0, ı, die numerisch 
erößere der Büe: Q„ und Q, sowie Q„,2 die kleinere, dann werden aus folgenden 
Ungleichungen ganzzahlige Werte x,, y„ genommen: 


(4) Pasıl = |Pn — m Qu + myn Qu |< cı |Qn| 
|Pr 1 | . IP — mQn ze Yn Q, | «, Co IQ.|; 


und aus (4) kommt 
(4) |Pa+ıl = | Pan — nn] < (+ mE)" |Qn|. 

Die Gleichungen P,:1(2,%) = 0, PArı(z,y) = 0 geben den Mittelpunkt im Parallelo- 
gramme F. Wird die Approximation in (4) mit c, = c, in der Weise durchgeführt, daß 
stets der kleinste Wert c, gewählt wird, der den ersten Gitterpunkt auf die Begrenzung 
von F einführt, so wird dies auch stets vermittels c, von konstanter Größenordnung 
geleistet, wie bald näher auseinandergesetzt wird. Sei also z,, y„ der erhaltene Punkt, dann 
werden die Abstände von den oben erwähnten Mittellinien respektive 


Z 
. + nl 
(2) 


(0,2 P m2 04?) pe" (08 > Q, 2) 1/2 ° 

Auf Grund von (4) sind die beiden Ausdrücke (5) von der Größenordnung der 
Konstanten c;; und aus dieser Tatsache und der anderen, daß der Flächeninhalt von F, 
auch bei eventuell wachsendem (Q,„, infolge der Ungleichungen (4) ebenfalls von der 
Größenordnung der Konstanten ist, können wir den für das folgende wichtigen Schluß 
zıehen, daß F begrenzte Ausdehnung in den beiden Koordinatenrichtungen besitzt, 
und also auch mit wachsendem r nicht ausgedehnte Liniengestalt annımmt. Wir können 
dazu zeigen, daß F innerhalb der begrenzten Ebene für jedes n gelegen ist. Denn sei 


P, 11 ar 
'—-! > 00,d.h. ebenfalls | — 

On- 1| IOn+ı | 
gleichung [Zarı| „| Er | folgen, und damit | Farı| >0. Die beiden Ausdrücke Far 


Q, +1 Pa+ 1 | | On | On 
| P,. 1 ® ’ R Zu “ R R . 
| 0 können aber nicht gleichzeitig —>O gehen, und übrigens nur der eine, wenn nämlich 
An 


F ausgedehnte Liniengestalt annähme. Wir wollen nun voraussetzen, daß bei der fort- 
gesetzten Approximation in (4) |Q„| > ©, und um die Unzulässigkeit dieser Annahme 
zu zeigen, werden wir das ım folgenden erklärte Konstruktionsverfahren ausnützen. 
Sei alsdann erstens in D= Pi:1ı — QnOn+ı reales und imaginäres getrennt, dann er- 
eıbt sich 


> oo, dann würde aus D = P};ı — Qu Qu.+ı die Limes- 


Bm Paiı — mP, Br v. On Onzı u: mn +1 
= Bas = 2 Parı Pa+1 Sa On AR de In On+ı . 


Sei |0,| > oo und Qy+ı, On+ı respektive eliminiert, so werden 
Parıl? Pn+ıl? Qarı „On Pa+ı Par 


TR TOR 1Qn| 


(6) 


0 
(6') 


15 











AR pr © ) u» Di, u 
| "+41 Eee . Ontı 9 HH \g 
IOn|- -[On| 


% Q IQnl IQn| 
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Weiter sei Q„ = Q„,2 und sei angenommen, daß in irgendwelcher unendlichen Teilfolge n;: 

Qn,2/ Qn.1 —0 möglich wäre, dann werden infolge unserer Voraussetzungen Q,,.1/0%, 

und Qn+1/Qn, begrenzt und nicht Null und folglich auch der Quotient. Andrerseits 

wird, wenn Q,,1/@;,2 begrenzt ist, Q7;1/Q';1, als Quotient aus (6’) gebildet, begrenzt, 
7’ y’’ 


n-+-l n-+ 


Bi aan ne 
0.170, unabhängig 
von Q, und Q, varııerte Werte durch einfache Dilation von F vermittels c, = c, zuerteilt 
werden; und dies ınfolge der oben dargelegten, nicht ausgedehnten Gestalt von F. Also 
dürfen wir Q„,1/Q@n,e begrenzt voraussetzen, wenn Q,2— ©. Als nächstes wollen wir 
Q, und Q» die Bedingungen auferlegen, beide > 0 und gleich Q,„,1, Q„,2 respektive zu 
sein. Durch Auswahl der Punkte x,, %y„ aus passendem Quadranten in / können P,:ı 
und P};ı ın (5) dasselbe Zeichen verliehen werden, und vermittels Dilation von F kann 
P);ı vergrößert werden, während ?,/’;ı innerhalb enger Grenzen gehalten wird, wenn wir 
nämlich c, = 1 nehmen und c, frei lassen. Infolge dessen kann eine Auswahl x,. /„ aus- 
eeführt werden, so daß ın der zweiten Gleichung (6’) der erste Faktor den letzten über- 
wiegt, weshalb die Größen Q,+1 und Q@, gleiches Q,',ı und Q, entgegengesetzte Zeichen 
erhalten. Wird — Q,';ı In (6) substituiert, so ergibt sich 
(7) n Ontı on On+ı 9 Pa+ı Pa+ı 
\On| On On \@n| IOn| IQn| 

in richtigen Zeichen. Mit festgehaltenen Q,/|Q,|, Qx/|Qn| und wie oben zunehmendem 
P,:ı/\Qn| muß es eintreten, daß Q,;, über Q,/,, wächst, d.h. O),;1 = Qy:1,.1 Ob 1 = Onıı.a 
wird. Von neuem von diesen Q,:1, Q):ı ausgehend konstruieren wir das Element Q,;>. 
indem Zn+1,; Yn+ı Im neuen F so auszuwählen sind, daß erstens P}j.:> und P/.» von 
entgegengesetzten Zeichen, Q,.> und Q,., von gleichem und 0,,. und Q,;, von ent- 
gegengesetzten Zeichen werden, und wir haben schließlich nach zwei Zeichenwechseln 
aus der unverändert gültigen Relation (7): Q).2 = Qy:2,1. Ou:2 = Qnı2.2. Wir haben 


denn teils sind alle eingehenden Faktoren begrenzt und teils können 


also auf konstruktivem Wege gewonnen, daß in Q, = Q/ +i\mO stets 0, = (,,ı 
ist und die 05 abwechselnd positiv und negativ eingehen. Schreiben wir die beiden 
Fälle getrennt, so werden 
On,2On+ı,1 — On,ı On+ı,2 > 0 
On+1,2@n+2,1 — Qn+ı,1@n+2,2 > 0, 
d.h. 
(8) Spa: “ un . In,ı 
Un+2,1 On+1,2 On,2 
Da (8) eine monoton wachsende Folge bildet, die nach oben begrenzt ist, existiert der 
gemeinsame Grenzwert 
(8°) On+1,1 2 On ı 
On+1,2 On,2 
Vermittels Quotientenbildung in (6) haben wir schließlich 
On,1 On+ı,1 
1 fe Be Pas 1\ z On,2 On+ı,2 
Pa+i Pa+1/ On+ı.ı In,ı 
On+1,2 Qn,1 
was zum Widerspruch führt, da die Quotienten rechts begrenzt sind. Das Element 
|Qn| muß also unterhalb einer endlichen Grenze bleiben, und die Existenz der periodischen 
Kette ist in diesem ersten Falle dargelegt. 


>; 


m 








186 Arwıin, Weitere periodische Formationen. 


In K(Ym) stellt sich die Sache prinzipiell analog, wenn auch die Einzelheiten 


(?) 
= m, + N, Vm D) 


verschieden ausfallen. Wir führen folgende Bezeichnungen ein: 0, 
PY =nm+sVm, 0 = m + YynYm, i=1,2 und setzen 
9) w2=D= Pati + On Ontı, 0? =D’ = Pati + Or Qhrı 
nach der Regel 
Pr — (<+yVYm)Q®| <c 2 
Pen — yVm)QD | <c 
approxımierend, wo der obere Index die Approximationsreihe angibt. Sei wieder Q, | 
der größere der Werte |Q%’|, |Q\”| und Q,,» der kleinere und 
Pi, = gl — pw 
Pe = DD _ pi, 


(9') 


(10) 


d.h. aus (9) 

p® | pw _ WOD| < c, |0W 
Pi - | pP _ O2) < ce, 0). 
pP, /O) = m, PP /Qy = ti, gesetzt, ergibt sich der Mittelpunkt von F als Schnitt 
der beiden Linien Ü, — 2 — yYm=0, W — x +yVm=0 oder kürzer T’(x,y) = 0, 
t2(2,y) = 0. Seil %,, 4%» ein Gitterpunkt innerhalb F, dann werden die Abstände von 
diesen Linien 


(9) 


De ı p@® 1 
A I a zz er. | ae Se; 
| On | VYm+1 | ıVYm+1 

die also auf Grund (9) wohl begrenzt sind. Auch jetzt können wir den nämlichen 
Schluß ziehen, daß F ın beiden Achsenrichtungen begrenzt ist. Wir nehmen erstens 
Q,1> %, Q„2—0 als möglich an und haben für beispielsweise O\’ = 0, ı. 0% = Q, >. 
da p« ) On begrenzt sein soll, PY}ı = —= P„:ı,2>0 und mithin pW” = P„:;ı.1. Weiter 
wird infolge D = Pin — n10hnı 

P, u 

Zn+l,1 a X +1 h 0, 

(Au 1 F n+1l,1 
weshalb O0)! = Q,+1,1ı. Wird zu dem in (9) mit c,—1 approximiert, so ergibt sich mithin 


(Pinı m o) (Pin + ®)| = @&n,1 @n+ı,1 < Q,. 1 — w? <@&, 1 
On+ı,ı < Qn,ı; 

und Q,,ı wird begrenzt. In ähnlicher Weise sehen wir, daß Q,ı > ©, Qun,2 begrenz! 
— 0 auszuschließen ist. Wir haben zunächst die Annahme Q,1ı>%, Q„n2>” zu 
prüfen. Wırd wie oben approximiert, so geht 

(Pr, u o)\(Pirı +o)| = (un, 4 < Qr1 — 0? < 0: 
d.h. On+ı < Onı 
hervor, wie ebenfalls 

Par — @)(Prrı + o)| = On, 2Qnrı < CQne: — @ <cQh.2, 

und also Or < Qu. < Qn.ıs 
vorausgesetzt, daß diese zweite Ungleichung besteht. Also wird auch in diesem Falle Q,,ı 


respektive (,,a begrenzt. Wir haben also zuletzt die Möglichkeit: Q„,1ı/Qn,2 begrenzt, 
(„2% zu untersuchen. Für diesen Fall wollen wir ein ähnliches Konstruktions- 





tt 


In 


NS 


ın 


Arwin, Weitere periodische Formationen. 187 


verfahren wie oben durchführen. Sei wieder Oo = —= („,ı mit c, =1; wir wollen über 
c, verfügen, um gewisse Ungleichungen zu erzielen, was infolge der beiderseits end- 
lichen Ausdehnung von F durchgeführt werden kann. Angenommen also, es sei «x,, 
ein Punkt, auf Grund dessen Pi}: = P„:ı,2 wird, dann erhalten wir aus Formel (9) 
D = Pr - or 10, 
D’ = 3 —(Q, Oh; 
d. h. unter der Annahme (, , > & 
On,.Q, 1 — QnıQkı = ( Ei. oz Di nr: >, 
und deshalb > r,, O,1> Os: 
sh > (u, 

mithın or: = Qu41.1; 0, —= Qu+1,2, und es werden folglich damit die in (12) ein- 
gehenden Elemente eindeutig bestimmt und zugleich 
On+ı,ı B On ı 
On+1,2 u QOn,2 
Wird hingegen P\), = P„.ı.1, so gehen wir an dem Gitterpunkt z,, %„ vorüber und 
suchen mittels Dilation von c, neue Gitterpunkte innerhalb F zu bringen. Infolge 
des Verfahrens muß, wie eine einfache geometrische ee zeigt, | PV 1/OW| inner- 
halb enger Grenzen bleiben, während der Abstand |P},/OW| und also die Größe 
Pr 1 
0 
Zahlenpaar z,, 4%. eintreten, daß Pi}, — Pa:ı2 wird, d. h. P%!, wird gleich 

(Fntı — SnııY m), denn alsdann wird Pi, relativ konstant gehalten, da r„:1. Sn+ı 
wachsen. Auf diesem Wege haben wir also die gewünschte Relation pP®9 = Pros 
gewonnen. Als nächstes soll die Approximation von 0; = Q,,1,,3 aus mit ,=1 
geführt werden, und da mittels c, dilatiert wird, tritt diesmal P}}:/Q% 1 = Pr. »/Onsı.ı 
statt Prr1lQ..ı des vorigen Falles, und wir können die analoge Größenbestimmung 


(12) 


. . 1 ° s . 
schnell zunimmt. Mit — („1 fest, muß es deshalb für ein kleinstes 


(2) . . 
P%.2 = Pa:2,2 erreichen. Folglich werden 
(1) 
D = Phys — Qur12Ql}: 
D — pi, Fu - Qu -1, 08, E 


und 

Qu+1,20h22 — Onzı,ı @a42 = (Pa+zı —D) — (Parse — D') > 0, 
d.h. QOu+1,2 > On+ı.1 en .. On+ı,ı > On+1,2; 
und Out: > One; 


weshalb Q%}> = Q,;5. 1 und mithin 

Par 

Onz+2,1 > On ee 

QUn+2,2 Qu+1,2 

Als weitere Folge erhellt, daß für P„ı,n > N, stets zugleich die Ungleichung 
Pi 
P. 2 
erfüllt werden kann. Da aber der Quotient Q, 1/0, 2 nach oben begrenzt ist, folgen ein- 
fach die Schlüsse: 


(14) „> A>3 
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Qn+ı,1 ur On. >y 
On+1,2 On,2 j 


und vermittels Quotientenbildung 





u ‚Ontın 4 
Pu+1,2 On Ontı2 
ın Widerspruch zu (14); es muß also das doppelte Approximationsverfahren periodische 
Konvergenz bewirken können. 
Wir wollen darlegen, wie der einfache Approximationsvorgang für die beiden Werte 
m — 2,3 Periodizität bringt. Sei also eine Kette 
1 1 


| -- 
o=-=% ZT t** + ML ... 
1 n+ 


Te 
. 


ın der Weise geformt, daß in @&, = un - »„Ym vermittels Ungleichungen |», —b,| < 
|4#4n — an! 4 approximiert wird. Für %, = a, + b„VYm und o, = ai) ergibt sich 


(16) er u SI + Alm], ||| < ı 
PP < In — Bulml, IB) 
und mithin 
Pr4 To|=>|.+ B.Vm| | 4 


|Patı +o| = |an + BuVm| |OR’| + 20, 
d. h. infolge ® = D = Pi — ON Qu 
\Ontıl < Ian + BnVm|?|Qn | +20 |an + Buy m] 
|Ontıl < lan — BnVm|?|Qn | + 20 | an — BnYm| 
und nach Multiplikation für | Dr Bu = Mor 


Ru. FI < la; nn Bam |? R, 4. 2ow|a, RR Bnm|$|Qn | | an + BaVm | 
+ OP || — BnV m |} + A0?|n — Bum|. 


Angenommen |0% | > ©. so berechnet man im ungünstigsten Falle 1/2 
) 1 /3 R 
| SHE »ı<|; +] + Nm; "in 0, 
weshalb der Quotient nur langsam zunehmen kann. Diese Ungleichung ist aber nicht 


genügend, um für alle Fälle O4’ begrenzt zu halten, sondern es wird die periodische Kon- 
vergenz dadurch gesichert, daß die Reihen in (16) gewechselt werden. Dies kann, wenn 


nötig, bewirkt werden, wenn Approximationen |», — 5 | = || SH |un | = || <1 
mit a„ und ß„ von entgegengesetzten Zeichen eingeschaltet werden, wodurch die Un- 


gleichung |. + ßn/m| <A erhalten wird und gleichzeitig |a« —3ß,| <1 bewahrt wird; 
folglich da ON —= (,„,ı ist, wird 


(16°) 


Onııı “ Out: 
h. Qu.ı begrenzt. Wird ım Fortgange der Approximation diese Ungleichung, wenn 
erfordert, erzwungen, dann muß entweder Q„,ı begrenzt werden oder ein Wechsel 


0%.1 = Qr.1,2 eintreten, d. h. 

Or,r1,3 <1; Bi <R. <a; 
wenn nämlich die Ungleichung ©, ı > c?@,,a obwaltet. Mithin wird der Quotient Q,,1/@n.: 
begrenzt und infolge (16’) wird 
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Rurı/Rn < |an — 3ßn| + mm; 
wo auf Grund von 7, —0: R„ begrenzt wird. Da der Quotient ebenfalls begrenzt ist, werden 
Qn,1, Qn,. begrenzt, und die Entwicklung wird periodisch. Für größere Werte m wird die 
periodische Konvergenz, wenn nicht stets unmöglich, so doch unbestimmt. 
Es bleibt also übrig, den dritten und letzten Fall eines biquadratischen Zahlkörpers 


K(iVm, i) kurz zu behandeln. Hier mag zuerst beiläufig darauf hingewiesen werden, 


daß auch für diese Irrationalitäten « - Va+tıb +eVYm-+tid|m, da 


2(u+tiv)=w+w= Y2[a +ib +Y(a-+ib) — m(c-+ id)? 
ist, die beiden getrennten Teile 


/a ib Vla+ıb) — m(c-+id)? 


+ ıv - 
e 2 
fa + ıb (a ıb)° m(c + id)? 
0 7 tiT / i 
u 2m 
c+id. . a 
wegen (u + ır)(o + ırT) = ın denselben biquadratischen Zahlkörper hineinfallen 


y. 
und leicht beispielsweise in Jacobiketten entwickelt werden können. Wir führen folgende 
Bezeichnungen ein: Q&„ = Qn + 10, , Pa = Pa +iPy, On = mi + ni Ym, 0, = m, + nm; 


Qu = mn —n„Ym etc. Das Approximationsschema wird in diesem Falle 


Inn — In On + YmyQn — VYmyn On — Pa | cı|@n 
(17) | Eu Os 7 u Fin % | m Yn GO: u | m Yn In i Fi 5 Cy | vr 
| |tnn — An On — Vmyn@n + Vmyn On — Pr | <cz|Qn 


| In Qu + In Q, Nun | m Yn In | m Yn Ö, E > " Co) | In 


dessen Determinante gleich 


rm» „tr .) 
_ 


Am: (Qn On +On a +0 +00) = Am KH n—- + +) 


Am | 01 On? ist. 
Aus (17) kommt Pas nQ; orQn — P, 2,10, 
’ ! ’ } | 
| Pr 1 OnOn 1 On Q, Ps C On 
| Pr +1 On On On On P, < (5 | On 
| Pa; | On On T On On Pr. Co | I 


d.h. auf Grund von |A + iB| = YA? + B? 


OnOn e Pol < | 2c, |Q| 
Pa| <V2c;|Q@n|- 

Da nun stets |Q„| — |Q,| besteht, ausgenommen für m,n„ + m, n,„ = 0, so wollen 
wir wieder für den größeren von ihnen den Wert Q,,ı und für den kleineren Q,,» als Zeichen 
nehmen. Im vierdimensionalen Raume werden in diesem Falle P}.1(@,2"',y,y )=0;..., 

„ | 1 
Pa+1(@',2,y',y') = 0 die Begrenzung eines Parallelotopes F und | Py'.1/Qn | ' etc. 
m - 
Ausdrücke der Abstände eines Punktes (x,, x), y„,y„) von der Begrenzung. Auch hier wird 
F von begrenzter Ausdehnung in den Achsenrichtungen, und es sind die schon im vorigen 
Falle angegebenen Möglichkeiten zu prüfen. Sei also erstens Q,, ı > ©, Q,,2 >0, was ganz 
wie oben beseitigt wird. Wir können deshalb Q,, — ®,(Q,„. > © voraussetzen und 
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nehmen |Q,| = Q,,1, wählen infolgedessen c, = M/Y2, M fest <1. Auf Grund von (17) 
haben wir 
(18) [Parıl <I@lM,  1Pasıl < Vie, |Qn| 
und deshalb 
(Par — @) (Parı + o@)| <[M |Q| + lo|] 
Qu | < M2IQ| +2M jo] + lo l?/1Qn| 
IEnrıl <2|Q@| +2V2e,lo| + |o|?/|On|- 
Unter der Annahme |Q,| = Q,,ı > © und eventuell |Q,+ı| = Qn+ı,ı zeigt die erste 
Ungleichung, daß Q,„+1,1ı begrenzt wird, mit |Qy41| = Qu+ı,2 ergibt die zweite 


On+ı,ı <22Qn,2 +: <Qnı; 
so lange beispielsweise noch Q@„,1 > 3c2Q„,. vorliegt. Wären wir vom Elemente 
On! = Qn,ı ausgegangen, dann wären nur die Zeilen auszutauschen, indem wir 
eo M/\2 einführen. Wenn Q,, ı/Qn,2 begrenzt und Q,,2—> %, so dilatieren wir F vermittels 
C, so weit, daß in Pr+1/| On |; Prxı/|@n| gleichzeitig | Pa+ı] = Parı,2, |Parıl = Parı,: 
hervorgegangen sind. Mithin erhalten wir |P,41| = [Pı%ı + Pa] = Parı,e, wie 
gleichfalls 
(19) Pn,lPar > A>1, 

und wıe vorher 


I@n| |@n+ı | — |En| I@arı | = Pan] ld + zn ] — |Pa+ ‚fl + m]; 


d.h. infolge Par = Pı +1,15» \Pa+ıl = Pa+ı, 23 |@n| Fa 15 On | = (N, 2: 
On,2 |On+ıl — Qu,1 |@n- | — Pa+ı, s[Pi, 1/Pr; 1,2 +) (+ +m) )]>0 


auf Grund von (19). Daraus entnehmen wir 
I@n+ıl a I@n+ıl; |On+ı | .- Ontı,ı; \@n+ıl _ On+ı,2 


und damit 


(20) On+1,1l@n+1,2 > @n,ı/On,2- 
Da im folgenden Gliede |Q,+1|= Qn+1,2 1st, setzen wir, wieschon oben berührt, c,—= M/V2, 
dilatieren mittels c, und erhalten |P,+2 = Para,2, Para! = Par2,2, Pn+2,1/Pn+2,a > A>1, 
sowie 
|On+ı! IOn+2| — |Qa+ı | |@n+: o| = Para. [Pars ı/ Para a(i + mR}ı) - Md+Hh)l 


mithin 


Onr+ı, ln {2 | > On+ı, 1 I\@n+e| , On+ı.ı > Oun+1,2; 
weshalb |Qnı2| = Qn+2,1, |@n+2| = Qn+2,2 und 
(20') On+2,1l@n+2,2 > Qn+ı,1l@n+ı,2 


Folglich existiert 
Ontı,ı = On,ı >r 
Onzı, 2 GO, 2 . 
und deshalb wird 
| P,„ +1,1 Pi 1 


| Parı.e| 


(19) zuwider. 
In aller Kürze wollen wir andeuten, welche Faktoren im Falle m = 2 eine per!- 
odische Konvergenz bewirken können, wenn der einfache Approximationsvorgang 





se 
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1 — Go] <3 usw. ın u = Un +1 + Tym + iyuVYm verwendet wird. Wir setzen 


/ 
/ . f . f . * . . 
On | An + ibn + mVYm +id„Ym und schreiben zweireihig 
on — Mm| < | + in + yıYm + idVm| = A 


On — An! < | + 1 — mYm — iönYm| = B, 


Ü m ”) 2 1-+-I m 
wo A max. für = ß,=y,=&"=}% wird, Amax = ee 4. ) - N an = | | 


v2 
\2 2 1/ 
Ka ı\“ p \/a > 
und das zugehörige Bmax = (4) + % — 2} . Allgemein berechnet, man 


o 


(AB)” - [a, + Br + mö, + myr]” — m - Alanyn + On Bn]”. 
und es wird (AB)? max. für @a,y„ + 6„ßu = 0. Mit denselben Mitteln, wie vorher, nämlich 
Einschalten von Approximationsreihen |y„| <4, |ö„| <! mit |a,| <A, |ß,| <1 von ent- 
gegengesetzten Zeichen zu y, und ö,„, kann das Begrenztsein des Quotienten Q, 1/Qn,. be- 
wirkt werden, und kann Periodizität eintreten, da der Maximumwert von (AB)? so niedrig 
wie 9/4 liegt. 

Beiläufig bemerken wir, daß, wenn ein Bruch, also Zähler und Nenner ganze Zahlen 
des Körpers, ın derselben Weise in eine doppelte Kette entwickelt wird, er entweder 
in einer Einheit endet oder periodisch fortgeht. Wir haben einen allgemeinen Fall hervor- 
zuheben, wo keine Periodizität zu erzielen ist, nämlich wenn o, = [w,„]| gewählt wird, 
d.h. wenn o,„ als größte ganze Zahl in w, aus K(1), wie in den gewöhnlichen Ketten- 
brüchen, bestimmt wird. Alsdann erhält man 


ii an sn 
(21) u) = Pu = Pn n n Au—ı Bn ı Ay | 1)", 


Ay + An—ı 


wo ß„ und a„ ganze rationale Zahlen, =D =a -+bj|m, o, (P« + w)/O,: 
On = a —d,„Ym sınd, und deshalb 


(Br — aa) —bYma, = (— 1)" (c. — d„Ym) 
(21) : . , 
(ßn — aa,) +b\Yma, = (— 1) (c„ + d„Ym), 
d. h. 


4 ‘ 2 _2 2 2\ „* 
Br — 2aß,«, + (a” — mb )Ay An. 


Weiter ergibt sich 


und infolge 


| rm 
vw ß, ( ) z 0 
A, ; Ay ) 
l \ ®n 2 
A, 
die Relation 
* Pi =a+bVm — Pn N, 
a, a, 
d.h. PE—acı _% , |; 
9 -I m. 
ba? d,, 


Also, Q„n = c„ — d„ m wird begrenzt, während c,, d„ > ©, weshalb keine Periodizität 
möglich ist. Eine weitere zu beachtende Sache ist in aller Kürze die folgende. In einem 
Bruche &, = (P„ + )/O„ überrechnet man mit Hilfe bjm = »®® — a diese Größen 


or 


+) 
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(0) 3 a) .2 (2) (3) 
m ’ ö 4 no +mno +mow-+a 
zum Körper vierten Grades und erhält », in der Gestalt &, = "—  —  —_ — —! ____ 


R, 
wo jetzt a„,, AR, ganz und rational sind. In diese Form kann die Kette direkt ge- 
bracht werden, wie ich allgemein für Irrationalitäten ®, die den Gleichungen 
a" + A,a =! u... + Ay =0 genügen, in einer anderen Arbeit gezeigt habe '!). 


Wir wollen nun noch ein Paar Beispiele ausrechnen und wählen K(Y3) als Grund- 
körper, rechnen nach der einfachen Approximationsangabe und erhalten folgende Aus- 
führungen. 

Beispiel. ® = /7 + 2/3 = 2,558 + 0,391/3, wo ® die Gleichung x! — 142? + 37 =0 
befriedigt. Wir berechnen weiter D = 4°?.3?.37; um die Zahl der Idealklassen zu be- 
5 -8.3./37-13 auf ihre Zerlegung zu 
prüfen. Nur p = 2,3 und 13 kommen in Betracht, und es wird beispielsweise 

3?—7 +2y3(1 + Y3), 5° = 7 +2Y3(4 + Y3), 2®=8 7 + 2Y3(4 — 3). 
Wir bilden nach der festgestellten Regel die folgenden Ketten 


stimmen, haben wir die Primzahlen p; <4!- 











m) r 1 o-+ 3 Pr 1 

— 3 I =2 +3 + ——, 
1 + o-+3 2(—1-+Y3) "o_1+3y3 

2(—1+Y3) 3 
3 o+1+y3 
1 

also wird (1 + /3) in Hauptideale zerlegt; auch ergibt sich 

3 I PH 494 7yB (7 + 2yBya Hay = 1. 


a+y3  y3 4+2y3 
Weiter bilden wır 








o—+5 1 o+3 . 1 
un Eau Ede. ER en. EEE 
av ar ar Fa 
2(1 +3) v3 
o+2 j 1 
DE u nn 
v3 o+4 
23-3 
SE 1 +41 n 1 
= VE + ——, —— = VI + 
2(1 + Y3) Sairr 7) v3 P+zr 
2 — 3 2 +y3 
o—+4 1 
ln 5 u 
3y3—2 o+3+Y3 
2+y3 
o-+ 3 2 1 o-+2 1 
nn EURER ng ER 
ya FT Zry re: 
2(1 +3) v3 
o+3-+Y3 - 1 
7 — 7 u 3 3 a 
2 +3 ee +2 


1) Arwin, A.: Annals of Mathematics, Vol. 26, 1925. 
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Dies ist eine von der vorigen verschiedene Kette, und sie erweist, daß auch //3 und (4 + | 


in Hauptideale zerlegt werden, weshalb der Übergang von K(/3) zu K(\/7 + 2/3) keinen 
Zuschuß von Idealklassen liefert. Weiter berechnet man 


2. _ ti l__1 117-393 
1+y3 17-33 —3+4/3 
{(17 — 3y3)y3 — (— 3 + 4/3) - 2}? — (7 + 2Y3)(4Y3 — 3)? = — (Y3)8, 


d.h. 

(9 — Y3)? — (7 + 2Y3)(4 — Y3)? = — 1. 
Wird es nachgeprüft, so ergibt sich, daß die beiden gefundenen Lösungen von Pell’s Glei- 
chung voneinander unabhängig sind, und dies wird aus der Tatsache bestätigt, daß 
ß?— (7 +2/3)a® = + (2 +3) überhaupt nicht lösbar ist, wie leicht durch Einsetzen 
von unbestimmten Zahlen a und ß aus K(/3) einzusehen ist, weshalb keine Zerlegung 


der Fundamentaleinheiten (2 + 3) statthat, während doch in K(V7 + 2/3) drei 
Fundamentaleinheiten existieren müssen. Wir haben hier ein einfaches Beispiel eine: 
Pell’schen Gleichung mit zwei Systemen von Lösungen, 


Sei nun der Dirichletsche Körper K(iJ/m, i) gegeben. Betrachten wir K(i) als Grund 
körper und adjungieren K(i/m) oder K(Ym), so ergibt sich in beiden Fällen X (i]| m. 
Deshalb müssen beispielsweise zwei Ideale [a +id;c+Ym] und [a-+ib; f+i]n 
identisch werden, wenn a? +5? = p ist, wie man auch leicht zeigt, denn aus 

[a +ib;c+YVm] = [a-+tib;ic + iVm] 
folgt für i=—ab=dla +ıb, i—d=(a-+ib)(r-+is): 
[a +ib;ci—c(a+ib)(r His) +iVm] = [a + ib; cd + im). 
Über die Verteilung der Idealklassen gibt der folgende allgemeine Satz Auskunft 
Die Zahl der Idealklassen in X(iYm, i) ist H = h, :h, oder 1/2 A, h,, wo Ah, und Ah, di. 
Idealklassenzahlen in den beiden Zahlkörpern für sich bezeichnen, je nachdem die Grun: 
einheit die Relativnorm + : oder +1 in bezug auf K(i) besitzt. 
Wie diese Verteilung der Idealklassen sich gestaltet, wollen wir an einem einfach: 


Beispiele darlegen und wählen die beiden Körper K(/29), K(i/29), deren Idealklasscı 
zahlen h, =1, h, = 6 sind ?). Im letzten Körper haben wir folgende Repräsentant: 


:1/591 _ Fan -4 — iV291 
BAHN I yon BE V- 
[5;1 + iV29] - J? [3;1 — iV29] — J°. 
Offenbar wird, wie es sein soll, [2,4 + i/29] Hauptideal, indem [1 + i; 1 -+ 1] 29 


1 +i;—1+Yy29]=(-+i) 1; + Nun berechnen wir folgende Kette: 
Br, ER 
1+:ı 5+y29 >5(i1-+3) 3 +29 
2(1 —ı) 2(1 —ı) 
+ 1 34/79 | 
u ra u rt ns 
5(l +1) .; 


ı) Hübert, D.: Die Theorie der algebr. Zahlkörper, Satz 115, S. 321. 
2) Sommer, O.: Vorlesungen über Zahlentheorie, S. 347, 356. 
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woraus 











1 1 1 83 
EN arena Pr -RBdri) 
folgt, und woraus die Lösung von Pell’s Gleichung hervorgeht: 

[83(1 +1) — 13(1 + 1) — 29 .13?(1 Hi)? = — (1 +1)? 
702 — 29 .13? = —1, 


31 —9)+ 


















































sowie 
1 + iV29 1 i(V29 + 4) 1 
Mu id, Ä N ADB —. 
3 En a NT 
2(1 + 2:) 21 —2:) 
—1+6i+iy29 _ ti na 146-129 _._,;_ ME: 
2(1 +2) 1+4i+iy29 21 —2i) 1+6i+ 1/29 
3—-3i 3 
1 +4i + ii/29 1 
——— = —1 +21 — —— i 
3-3: PUT rn 
3+2i 
und 
1 + i/29 1 — 3 —6i — iy29 1 
ne A: VORNE 35 VORERNDEREINER. 
2—i “ BerreeT ; 22 — 31) Or Tg rip 
4 — 3i 2(1 + 2:) 
Sa 5i — iy29 1 —2—i +29 1 | 
. j — 1 —— 2 ig — = —=1 
4—3i 'r Tg I: 198 2(1 + 2:) WE 1 +4i + 1/29 
ur pe 7; u y 
und schließlich 
1 + i/29 1 — 4 +5i + iV29 1 
=1+2 nn i a a a 
2 +i r (FIT Si Fıyao di 1 +5: + 1/29 
51 per 
Daraus ergeben sich unmittelbar die Äquivalenzen s 
[3;1 + iY29]- [2 +i; 1 + iY29] - [2 — i;1 + iY29] 
[3;1 — iY29] - [2 — i; 1 — iV29] = [2 + i;1 — iy29], v 
d. h 


[2 + i;1 + iYV29%P - [2 + i;1 + iV29][2 — i; 1 + iV29] - [5;1 + iY29], 
und infolge [2 +1; 1 + iV29] = [5; 4 — iV29] zuletzt [2 + i;1+ iY29]® — 1; mithin 
sind die Klassenrepräsentanten drei, nämlich 4, (2 +i;1 + iV29], [2 +i;1 +./29J3; 


wie der Satz verlangte, da doch 2 er + Pr Fundamentaleinheit in X(i/29, i) bleibt 


und die Relativnorm — 1 in bezug auf zu besitzt. 


Zum Schluß geben wir ein Beispiel für eine periodische Entwicklung in K(iJ2, i), Fr 
wo wir nochmals das einfache Approximationsverfahren |» — |<} etc. auf | 


On = Un + ivn +72 + ixnY2 anwenden wollen, und nur, wenn nötig, Glieder hi 0. 


e 
j 
P 
# 
8 
iR 
3 








und 
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In — n| = || < 4 un — an! = |a„| <1, a, und ö, von entgegengesetzten Zeichen etc. 
einschalten. Wir kuchen folgendes Kerinciystum. Aus 
a+ Pi +yYm + iöym)(x +iy+zYm +itYm) =A+Bi-+cVYm-+iDym 
berechnen wir 
za—yß+zmy—töm=A 
zß+ya-+zmö +Htym=B 
y—yö+za —ıB =C 
2ö+yy+2ß +ta =D 
und bestätigen, daß 
a —ßmy —mö 
is 7, _!\ß a mö my 
N(r) = N(a-+iß +YyVm + iö)m) al en 
ö yPBß a 
—= (a? + ß?)® + m?(y? + 6°)? + 2m(aö — By)? — 2m(ay + Bö 


Für A=N(r,B=C=D=0( werden 


a mö my BP mö my 

= —-d a-ß, —yı=y a—ß 

vPß a 6 ßB a 

ß a my ıßB a mö 

= v-5—ß|), —4h=|y—Ö a. 
oo y oa 6 y P 


Berechnen wir nun in 


o=V1+Y2+iy2=n+tivteyV2+iry2 
die Werte u, »,o, r aus 
A+tiv+oy2+iry2 = 1,614 + i0,438 
u—ivr+oV2—-iry2 = 1,614 — i0,438 
u +iv» — oV2 — irY2 = — 0,728 + i 0,972 
u — iv— oV2 +irV2 = — 0,728 — i 0,972, 





so finden wir 








o=Yı +y2 +iy2 = 0,443 + i0,704 + Y2 - 0,828 — iV2 - 0,189, 


woraus unmittelbar o, = i + Y2 gegeben ist. 


Also erhalten wir 








) Ä 1 o+i+y2 1 
= 2 u ee En nn 
o=i+Y + Fir va _ ya +i-+iy o+2Hi ya 
v2 — iy2 1 +2i + 21/2 


Mit Hilfe der Formeln oben werden N(1 +2i + 2i/2) = 41 und 
(1 +2i + 2iY2) - (13 +65 — 8Y2 — 10iY2) = 4 
(o +2 +i + Y2)(13 + 6i — 8/2 — 10iY2) 








ausgerechnet, und aus ———— ZA 


= Y2 — iY2, womit folgt: 


entniımmt man 
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o+2+i+Y2_ ,5_,y_ 1 - 
1 +2i + 2if2 o+2+3+2y2 +iy2 


4 +3y2 +iy2 





und in ähnlicher Weise 


we | 
\ 
E 
= 

ni 











_ 2 1 
o+2+3 +2y2 -+iy2 4 ie 1 
-— — — = Y2 +.ıy2 n — 
4+3y2 +iy2 ar Fra rs Fay2 Hay 
3—6i +2Yy2 — 42 
o+2+5i +22 +32 _ 1 








e N. _3 42 HN — 
36 +2y2 —4y2 FE 


o+5-+i+4y2 

1 +4 + Y2 +3iY2 
o+5+i+4y2 = 3: +iV2 + 1 

1 +4 +Y2 +3iy2 o+1—-2i+y2—2y2 


2+Y2-—iy2 














o+1—2i+Yy2—2iy2 er 
2+Yy2-—-iy2 


1 
Pe ir 7. 10 
1 








1—iy2+ 
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Über die Entwicklung einer harmonischen Funktion 
nach harmonischen Polynomen. 


Von J.L. Walsh!) in Cambridge (Mass.). 





Die Theorie der Entwicklung einer harmonischen Funktion in der Ebene nach 
harmonischen Polynomen wurde bisher gar nicht tief untersucht, obwohl die verwandte 
Theorie der Entwicklung einer analytischen Funktion nach Polynomen schon ziemlich 
weit entwickelt ist ?). Im vorliegenden Artikel werden das Analogon des Rungeschen Satzes 
für analytische Funktionen, und noch allgemeinere Sätze erörtert; hauptsächlich wird 
aber das allgemeinste beschränkte, einfach zusammenhängende Gebiet G festgestellt, 
von der Beschaffenheit, daß jede in G harmonische, im entsprechenden abgeschlossenen 
Bereich stetige Funktion sich nach harmonischen Polynomen gleichmäßig in diesem 
Bereich entwickeln läßt. Dazu brauchen wir in erster Linie die schönen Resultate von 
Lebesgue®) über harmonische Funktionen. 


I. 
Ein Gebiet C ist eine zusammenhängende Punktmenge, die aus lauter inneren Punkten 


besteht; der entsprechende Bereich C ist die abgeschlossene Punktmenge, die aus dem 
Gebiet und seinen Randpunkten besteht. 

Eine Funktion u(x, y) heißt harmonisch in einem Punkte P, wenn in jedem Punkte 
einer Umgebung von P die Funktion u(z, y) und ihre partiellen Ableitungen der ersten 
und zweiten Ordnung stetig sind, und die Laplacesche Differentialgleichung 

ou u 
Zatrza“t 
befriedigt wird. 

Der Satz von Runge für analytische Funktionen lautet: 

Es sei f(z) eine Funktion von z, analytisch in einem einfach zusammenhängenden Ge- 
biet G der z-Ebene, das den Punkt & in seinem Inneren nicht enthält. Dann läßt sich f(z) 
in eine Reihe von Polynomen in z entwickeln, welche in jedem innerhalb G liegenden Bereich 
gleichmäßig konvergiert. 


ı) National Research Fellow. 

2) Vgl. aber Bergmann, Mathematische Annalen Bd. 86 (1922), S. 238—271, der verschiedene Ent- 
wicklungen harmonischer Funktionen betrachtet, namentlich die, die durch Trennung von Real- und 
Imaginärteilen spezieller Entwicklungen einer analytischen Funktion hervorgehen. Insbesondere enthält 
seine Arbeit den Sätzen I und II nahe liegende Resultate. 

») „Sur le probleme de Dirichlet“, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 24 (1907), 
S. 371—402. 
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Wir beweisen nun das Analogon: 


Satz I. Es sei u(z,y) eine Funktion von (x,y), harmonisch in einem einfach zu- 
sammenhängenden Gebiet G der (x, y)-Ebene, das den Punkt oo in seinem Inneren nicht 
enthält. Dann läßt sich u(x,y) in eine Reihe von harmonischen Polynomen in (x, y) ent- 
wickeln, welche in jedem innerhalb G liegenden Bereich gleichmäßig konvergiert. 

Es sei v(x, y) eine in G zu u(z,y) konjugierte Funktion; die Funktion v(x, y) ist 
in G eindeutig, wenn man nur ein Eiement von v(x,y) und seine harmonischen Fort- 
setzungen auf innerhalb G liegenden Kurven betrachtet. Wir wenden den Satz von Runge 
auf die Funktion f(z) = u(x,y) +iv(x,y) an, und erhalten als ihre Entwicklung in G 
eine nach Polynomen in z fortschreitende Reihe. Die reelle Reihe, deren jedes Glied 
der reelle Teil des entsprechenden Gliedes jener Reihe ist, hat in G die Summe u(z, y). 
Jedes Glied dieser reellen Reihe ist ein harmonisches Polynom in (x, y), und die Reihe 
konvergiert auf die besagte Weise. 


Runge beweist auch den folgenden allgemeineren Satz: 


Ist f(z) in den außereinanderliegenden, einfach zusammenhängenden Gebieten 
G1 Ga... ,G,„ analytisch, wovon keins den Punkt © in seinem Inneren enthält, dann läßt 
sich f(z) in eine Reihe von Polynomen in z entwickeln, welche in beliebigen innerhalb 
G1,@3...,6Gn bzw. liegenden Bereichen B,,B;,...,B,„ gleichmäßig konvergiert. 

Die Übertragung dieses Satzes auf harmonische Funktionen geschieht wie bei Satz I 
und liefert ein entsprechendes Analogon für harmonische Funktionen, von welchem wir 
später Gebrauch machen wollen. Von nun an betrachten wir nur reelle Funktionen. 

Der folgende Satz ist noch allgemeiner als Satz I, in bezug auf mancherlei Funk- 
tionen: 

Satz II. Es sei die Funktion u(z,y) im Inneren einer Jordanschen Kurve harmo- 
nisch und im entsprechenden Bereich stetig. Dann läßt sich u(x, y) in eine im ganzen Be- 
reich gleichmäßig konvergierende Reihe von harmonischen Polynomen in (x,y) entwickeln. 

Man leitet ohne Mühe den Satz I aus dem Satz II her. Wir bilden nämlich (nach 
Runge) eine Folge von ineinandergeschachtelten ganz in G liegenden Jordanschen Kurven 
K,, K,,..., wovon jede im Inneren der folgenden liegt, und so, daß jeder Punkt von G 
ım Inneren einer Kurve X, liegt. Wir bilden auch eine Folge e, > > &..., deren 
Grenzwert Null ist. Nach Satz II existieren harmonische Polynome P,„(z, y), so daß die 
Bedingungen 


lu (2,y) — Pılz, y)| < en, (z,y)im Inneren von Ä„, n=1,2,3,.... 


befriedigt sind. Die Reihe 


Pı(z,y) + z [Parıla, y) — Pula, y)] 


ist dann die im Satz I verlangte. 


In einem Gebiet oder Bereich sind natürlich gleichmäßige Entwicklung und An- 
näherung mit beliebiger Genauigkeit vollständig äquivalent. 


Satz II kann durch den Gebrauch konformer Abbildung, genau wie im entspre- 
chenden Falle analytischer Funktionen, bewiesen werden !). Wir führen also diesen 
Beweis nicht an, schon aus dem Grund, weil dieser Satz in dem allgemeineren Satz V 
enthalten ist. 


') Vgl. Walsh, Mathematische Annalen Bd. 96 (1926), S. 430—436. 
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11. 


Wir beweisen jetzt ein sehr allgemeines Resultat über Entwicklungen nach harmo- 
nischen Polynomen. 

Satz III. /st die reelle Funktion U(x,y) auf einer beschränkten Punktmenge M 
stetig, welche die volle Begrenzung eines (eventuell mehrfach zusammenhängenden) unend- 
lichen Gebietes B ıst, so läßt sich U(x, y) auf M nach harmonischen Polynomen gleichmäßig 
entwickeln. 

Wir skizzieren den Beweis bloß, weil er den Beweisen von Lebesgue ähnlich ist. 

Die Punktmenge M ist natürlich abgeschlossen, weil sie der Rand eines Gebietes 
ist, und liegt wegen ihrer Beschränktheit im Inneren eines Kreises K,. Es existiert nun 
einereelleüberall in X, (inklusive des Randes) stetige Funktion U,(x,%), die mit U(x, y) auf 
M übereinstimmt !). Die Funktion U,(z, y) ist in X, durch Polynome in (x, %) gleichmäßig 
approximierbar. D. h., ist ein beliebiges e > O gegeben, so existiert solch ein reelles Polynom 
P(x, y), daß 

IP, Yy) Zu Ust, y)| <e 
für alle (x, y) auf und innerhalb X, gilt. Um Satz III zu beweisen, genügt es also zu 
zeigen, daß die Funktion P(x, y) auf M durch harmonische Polynome gleichmäßig ent- 
wickelbar oder (was äquivalent ist) gleichmäßig approximierbar ist. 

Man kann — etwa durch Zerlegung der Ebene in Quadrate — eine Folge von ab- 
geschlossenen Punktmengen M,, M,, M,,... finden, so daß 1. die Menge M;, aus einer 
endlichen Anzahl von in 5 und in X, liegenden, voneinander getrennten Jordanschen 
Kurven mit Einschluß ihrer Inneren besteht; 2. die Menge M in jeder Menge M; enthalten 
ist; 3. kein Punkt der Begrenzung von M; der Menge M;., gehört; 4. jeder bestimmte 
Punkt von B nur einer endlichen Anzahl der Mengen M, angehört. 

Jedes der Integrale 


I ee) + 5] dady, &k=1,2,3,..., 
ıst nicht größer als das Integral 


Ye +6) | day; 


diese Integrale sind also beschränkt. Es existiert folglich eine Funktion U;(z, y), für 
k=1,2,3,..., dieim Inneren von M,;, harmonisch, auf M; stetig ist, und die auf dem 
Rande von M; mit P(x,y) übereinstimmt. Wir erhalten also die Ungleichheiten ?) 


N T69 + FHILZEHACHE ) \azay. 


Oy 


so daß diese letzten Integrale ebenfalls beschränkt sind. 


Wir beweisen nun: 
lım Ux(z,y) = P(x,y) gleichmäßig auf M. 
k>o 
Wir nehmen das Gegenteil an und stoßen dabei auf einen Widerspruch. Dann exi- 
stieren nämlich Punkte Q,, k=1,2,3,..., von M, so daß lim @, = Q (unvermeidlich 


k>o 


ein Punkt von M) ist, undlim U,(Q,) =_L+P(Q) ist. Wir erhalten infolgedessen, eventuell 


k>o 


nach Weglassung einer endlichen Anzahl der ursprünglichen Punkte Q,, die Ungleichheit 





!) Lebesgue, 1. c., S. 379—380. 
2) Lebesgue, S. 395—396. 
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IU,(0,) — P(0)|> 26, k=1,23,3,..., wo 6>0 ist. 


Wir nehmen einen Kreis Ä,, dessen Mittelpunkt Q ist, und dessen Radius so klein ist, 
daß die Ungleichheit 


für jedes (x, y) auf oder im Inneren von K, gilt. 

Wenn k genügend groß ist, liegt der Punkt Q, und auch Punkte der Grenze von 
M,ım Kreise K,. Im folgenden betrachten wir nur solche Werte von k. Wir bezeichnen 
mit K irgendeinen Kreis (also veränderlich!) mit dem Mittelpunkt Q, dessen Halbmesser 
größer als QQ, und kleiner als der Halbmesser von X, ist. Die Punkte, die sich mit Q: 
durch einen Streckenzug verbinden lassen, der keinen Punkt von K oder von der Be- 
grenzung von M; enthält, bilden ein Gebiet K®, welches Q, enthält und dessen sämt- 
liche Punkte zu M; gehören; man vergleiche Satz IV. Sämtliche Randpunkte von K% 
können 'nicht Randpunkte von M; sein; sonst hätten wir, da die Randpunkte von AÄ® 
im Inneren von K, liegen und außerdem U;(x,y) = P(x, y) auf dem Rande von M; ist, 


| Usa, y) — PIQ)I< 6, 
worin (z,y) ein beliebiger Randpunkt von K® ist. Aber dann wäre die Ungleichheit 
| Ux(Qr) — P(Q)| > 26 


für eine harmonische Funktion U;(x, y), die ihr Maximum auf dem Rande des Bereiches 
annimmt, unmöglich. Wir erhalten also, wiederum durch diese bekannte Eigenschaft 
einer harmonischen Funktion, die Ungleichheit 


| U.(Q%) — P(Q)| > 28, 
worin 0% ein auf X liegender Punkt von M; ist. 
Auf wenigstens einem in M; liegenden Bogen von K hat . Funktion U;(z, y) eine 


Schwankung größer als 6, — auf einem Bogen nämlich, der 0% enthält, und der durch 
einen Punkt des Randes von Mı begrenzt ist. Wir haben E mit Polarkoordinaten 
(0, 8), deren Pol in Q liegt, 

en 

27 

wo das Integral über den tee Bogen von K erstreckt ist !), Man bekommt ferner 


2 +5 OU; ae. odß 


-//\& sl] vi nn ] PRNERR I 10g u Kol 


worin die Integrale über den in > liegenden Teil des Rings erstreckt sind, der durch 
K, und den Kreis, dessen Mittelpunkt Q ist und der durch Q; hindurchgeht, begrenzt ist. 


N 4) | üedg 


sind also nicht beschränkt, wir haben den besagten Widerspruch, und so haben wir be- 
wiesen, daß 


ke dd > 





lim Ux(z,y) = P(z,y) gleichmäßig auf M ıst?). 


ko 


!) Lebesgue, S. 388. 
®) Vgl. auch Lebesgue, S. 398—399. 
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Nun ist die Funktion Uz(x,y) auf M nach harmonischen Polynomen gleichmäßig 
approximierbar, laut des Analogons des allgemeineren Satzes von Runge. Die Funktion 
P(xz,y) und daher die Funktion U(z,y) ist also auf M durch harmonische Polynome 
gleichmäßig mit beliebiger Genauigkeit approximierbar, und Satz III ist bewiesen. 

Der Bequemlichkeit halber beweisen wir jetzt einen Hilfssatz: 

Satz IV. Es sei M irgendeine beschränkte abgeschlossene Punktmenge der Ebene. 
Dann bildet die Gesamtheit M’ von Punkten, die sich mit einem beliebigen nicht zu M ge- 
hörenden Punkt A durch einen Streckenzug, der keinen Punkt von M enthält, verbinden 
lassen, ein Gebiet, dessen Rand aus lauter Punkten von M besteht. 

Der Punkt A ist offenbar ein innerer Punkt der Menge M’, da eine ganze Umgebung 
von A keinen Punkt von M enthält. Wenn zwei Punkte von M’ durch einen Strecken- 
zug verbunden werden können, der keinen Punkt von M enthält, so sind auch alle Punkte 
dieses Streckenzuges innere Punkte von M’. Man kann zwei beliebige Punkte von M’ 
mit A, also auch miteinander, durch Streckenzüge von der besagten Eigenschaft ver- 
binden. Die Punktmenge M’ hängt also zusammen, besteht aus lauter inneren Punkten 
und ist daher ein Gebiet. 

Existieren in jeder Umgebung eines Punktes B Punkte sowohl von M’ wie 
solche, die nicht zu M’ gehören, so sind in jeder Umgebung von B auch Punkte von 
M vorhanden. Sonst könnte man auch B mit A verbinden, durch einen Streckenzug 
mit den verlangten Eigenschaften. Der Punkt B wäre dann ein (innerer) Punkt von M’, 
was ein Widerspruch ist. In jeder Umgebung von B sind also Punkte von M, daher ist B 
auch ein Punkt von M. D.h. jeder Randpunkt von M’ ıst ebenfalls ein Randpunkt von 
M, und der Satz ist bewiesen. 

Satz IV läßt sich unmittelbar anwenden, indem wir folgendes beweisen: 

Ist N irgendeine beschränkte Punktmenge, die aus lauter inneren Punkten besteht und 
deren Begrenzung M auch die volle Begrenzung eines unendlichen Gebietes ist, so existiert 
eine auf N harmonische, auf N + M stetige Funktion u(x, y), die beliebige vorgeschriebene 
stetige Randwerte U(x,y) auf M annimmt. Diese Funktion u(x, y) ist nach harmonischen 
Polynomen in (z,y) auf N + M gleichmäßig entwickelbar. 

In der Tat bilden sämtliche Punkte, die sich mit einem beliebigen Punkt A von N 
durch einen Streckenzug, der keinen Punkt von M enthält, verbinden lassen, ein Gebiet, 
welches einfach zusammenhängt, und dessen Begrenzung aus lauter Punkten von M 
besteht. Die Punktmenge N besteht infolgedessen aus einer endlichen oder (abzählbar) 
unendlichen Anzahl von Gebieten, deren Begrenzungen aus lauter Punkten von M be- 
stehen. Die in Satz III betrachtete Entwicklung von U(x,y) konvergiert gleichmäßig 
auf M, daher gleichmäßig auf N + M, und die Summe ist auf N + M stetig, auf N 
harmonisch. 

Wir studieren insbesondere einfach zusammenhängende Gebiete und greifen die 
folgende Verallgemeinerung des Satzes II heraus: 

Satz V. Es sei C ein beschränktes Gebiet, dessen Rand auch der Rand eines unend- 
lichen Gebietes sei. Es sei die Funktion u(x, y) in C harmonisch und im entsprechenden 


Bereich C stetig. Dann ist u(z, y) in eine im Bereich C gleichmäßig konvergierende Reihe 
von harmonischen Polynomen in (x, y) entwickelbar. 

Die Sätze II, III, V können als Verallgemeinerungen des klassischen Weierstrass- 
schen Satzes über Entwicklungen nach trigonometrischen Polynomen angesehen werden. 
Dieser Satz behauptet, daß eine beliebige stetige Funktion f(#) der Periode 27 in eine 
gleichmäßig konvergierende Reihe, deren jedes Glied ein trigonometrisches Polynom 
von der Gestalt 
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n=k 


ae (a„ cosn® + b„sin n 6) 


n=0 
ist, entwickelt werden kann. Wir führen Polarkoordinaten (r, 6) in der Ebene ein, 
und sprechen denselben Satz in einer anderen Form aus: \ 
Eine beliebige auf dem Einheitskreise K(r =1) stetige Funktion U(r, 6) kann in 
eine auf K gleichmäßige konvergierende Reihe entwickelt werden, deren jedes Glied ein 
harmonisches Polynom der Gestalt 


n=k 
r" (an cos nd + b„ sın n0) 


n=0 
ıst. 

Man kann natürlich dieses Polynom als Polynom in (x, y) schreiben. 

In diesem Satze ist es völlig gleichgültig, ob wir die Funktion U(r, 6) auf Ä oder 
die entsprechende Lösung uf(r, 0) des Dirichletschen Problems für den Kreis mit den 
Randwerten U(r, 6) entwickeln. Denn die Entwicklung von U(r, 6) konvergiert gleich- 
mäßig auf K, daher gleichmäßig im abgeschlossenen Inneren von K, und stellt im 
Inneren von K die Funktion u(r, 6) dar. Dieser Satz von Weierstrass, wie auch Satz III, 
gibt also einen Beweis der Existenz der Lösung des Dirichletschen Problems. Sätze II, 
III, V reduzieren sich auf den Weierstrassschen Satz wenn der fragliche Rand des Ge- 
bietes ein Kreis wird. 


11. 
Wir wenden uns jetzt zum umgekehrten Problem. Von welchen beschränkten 
Gebieten C ist es wahr, daß jede im Gebiete C harmonische, im entsprechenden abge- 
schlossenen Bereiche € stetige Funktion in eine im Bereiche C gleichmäßig konvergierende 


Reihe entwickelbar ist ? 
Ein Gebiet C, welches die besagte Eigenschaft hat, braucht nicht einfach zusammen- 


hängend zu sein, wie das Gegenbeispiel 

cC:0o <y®+y <A 
zeigt. Denn jede im Gebiet C harmonische, im entsprechenden Bereich C stetige Funktion 
ist auch im Nullpunkt harmonisch, darum im Bereich C gleichmäßig entwickelbar. 

Im folgenden schließen wir isolierte Randpunkte aus !), indem wir unseren Haupt- 
satz beweisen: 

Satz VI. Es sei C ein beschränktes, endlichfach zusammenhängendes Gebiet der (x, y)- 
Ebene ohne isolierte Randpunkte. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
jede in C harmonische, im entsprechenden Bereiche C stetige Funktion in eine im Bereiche C 
gleichmäßig konvergierende Reihe von harmonischen Polynomen in (x, y) entwickelbar sei, 
besteht darin, daß C ein (einfach zusammenhängendes) Gebiet sei, dessen Rand auch der 
Rand eines unendlichen Gebietes ist. 

Daß diese Bedingung hinreichend ist, ist schon in Satz V enthalten; wir brauchen 
also nur das Umgekehrte zu betrachten. 

Es sei G die Punktmenge, die aus sämtlichen Punkten besteht, die sich mit dem 
Punkt © durch einen Streckenzug verbinden lassen, der keinen Punkt vom Bereich C 
enthält; die Punktmenge G ist also ein Gebiet, dessen Randpunkte auch Randpunkte 
von C sind. Ist Q irgendein dem Bereich C nicht angehörender Punkt, der auch kein 


') Diese Annahme ist teilweise entbehrlich. Vgl. Lebesgue, S. 379, 390. 
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Punkt von G ist, so bilden sämtliche Punkte, die sich mit @ durch einen € nicht treffenden 
Streckenzug verbinden lassen, auch ein Gebiet G’, dessen Rand aus lauter Punkten 


von C besteht. 

Wir nehmen nun an, daß ein Randpunkt M von C kein solcher von G ist, und stoßen 
dabei auf einen Widerspruch. Denn es möge kein Punkt von G auf oder im Inneren des 
Kreises X mit dem Mittelpunkt M und dem Halbmesser R liegen. Die Funktion 


1_! 
U(r,6)=! NR 


0, ER, 
ist offenbar in jedem Randpunkt von C definiert und stetig, wobei (r, #) Polarkoordinaten 
mit dem Pol M sind. Nach Lebesgue!) existiert eine im Gebiet C harmonische, im Be- 


reich C stetige Funktion u(z, y), deren Randwerte die Werte U(r, #) sind. Nach Voraus- 
setzung ist diese Funktion u(x,y) in C gleichmäßig entwickelbar. Die Entwicklung 
konvergiert gleichmäßig auf dem Rande von C, also in jedem Punkt eines solchen wie 
oben betrachteten Gebietes G’. Jeder Punkt von K ist entweder ein Punkt von C oder 
ein Punkt eines solchen Gebietes G’. Die Entwicklung von u(x, y) ist also eine Reihe, die 
auf Ä gleichmäßig konvergiert, ihre Summe ist darum im Inneren von K harmonisch, 
im entsprechenden Bereich stetig. Die Werte dieser Summe auf Ä sind aber alle kleiner 
als 1, da eine harmonische Funktion ihr Maximum auf dem Rande eines Bereichs erreicht. 
Nach dem Gaußschen Mittelwertsatz für harmonische Funktionen ist die Summe der 
Reihe auch in M kleiner als 1, also nicht U(r, 6), welches ein Widerspruch ist. Satz VI 
ist also bewiesen. 

Satz VI ist umso merkwürdiger, weil das analoge Resultat für analytische Funk- 
tionen einer komplexen Veränderlichen nicht gilt. Man zeigt in der Tat folgendes ?): 


Es sei C ein beschränktes, einfach zusammenhängendes Gebiet der z-Ebene. Eine 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß jede in C regulär-analytische Funktion 
nach Polynomen von z in C gleichmäßig entwickelbar sei, besteht darin, daß die (in Bezug 
auf die ganze Ebene) zu C komplementäre Menge zusammenhänge. 


Wir nehmen z. B. als Gebiet C einen, am einen Ende geschlossenen Streifen, der 
außerhalb eines Kreises X’ liegt und sich um den Kreis K’ unendlich oft herumwindet, 
indem er an ihn beliebig nahe herankommt. Die Kreislinie X’ sowie der abgeschlossene 
Streifen gehört dem entsprechenden Bereiche C an. 

Ist u(z, y) in C harmonisch, in € stetig, so ist u(x, y) in C nach harmonischen Poly- 
nomen in (z, 4) gleichmäßig entwickelbar. 

Die Funktion 1/z, worin z = x + iy ist und z = 0 der Mittelpunkt von K’ ist, ist 
in C regulär-analytisch, also stetig, doch nicht in C nach Polynomen in z gleichmäßig 
entwickelbar. Zum Beweis nehmen wir an, daß eine solche Entwicklung existiert: 


SH, 


- = 2 Pi), p,(2) ein Polynom in z. 


Wir integrieren gliedweise diese gleichmäßig konvergierende Reihe über den Kreis X’: 


gi F 5 ” E ar; F pia)dz 


< 0 


und erhalten also den Widerspruch 1 = 0. 





!) Loc. eit., S 398. 
:) Walsh, loc. eit.. Hier sind aber gewisse Randpunkte ausgeschlossen, genau wie im Satz Vla. 
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Wir beantworten noch eine dem Satz VI naheliegende Frage, nämlich, von welchen 
beschränkten Bereichen C ist es wahr, daß jede im Bereich C harmonische Funktion 
u(z,y) nach harmonischen Polynomen in (x,y) gleichmäßig in C entwickelbar ist ? 
Wir bemerken zuerst, daß ein Randpunkt R von C, wovon eine Umgebung aus lauter 
Punkten von C besteht, gar keine Rolle spielt. In solch einem Punkt AR ist die Funktion 
u(z, y) auch harmonisch; irgendein innerer Punkt R von C kann als solch ein Rand- 
punkt betrachtet werden, und umgekehrt, wenn man nur eine kleine Änderung in der 


Definition des entsprechenden Gebietes vornimmt. Wir nennen diese Randpunkte 
hebbar, und beweisen 

Satz VIa. Es sei C ein beschränkter Bereich der (x, y)-Ebene ohne hebbare Rand- 
punkte. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß jede im (abgeschlossenen) 
Bereich C harmonische Funktion in eine im Bereich C gleichmäßig konvergierende Reihe 
von harmonischen Polynomen in (x, y) entwickelbar sei, besteht darin, daß C ein Bereich 
sei, dessen Rand auch der Rand eines unendlichen Bereiches ist. 

Es ist schon im Satz V enthalten, daß diese Bedingung hinreichend ist; wir be- 
trachten jetzt das Umgekehrte. 


Es sei G die Punktmenge, die aus sämtlichen Punkten besteht, die sich mit dem 
Punkt & durch einen Streckenzug verbinden lassen, der keinen Punkt von C enthält; 
die Punktmenge G ist also ein Gebiet, dessen Randpunkte auch Randpunkte von € sind. 

Angenommen der Satz sei nicht wahr, es existiere also ein Randpunkt A von C, des- 
sen jede Umgebung Punkte Q enthält, die weder zu C noch G gehören. Es liege kein Punkt 
von G innerhalb eines Kreises mit dem Mittelpunkt R und Radius r, und es liege der spe- 


zielle Punkt Q, der weder zu C noch G gehört, innerhalb eines Kreises mit dem Mittel- 
punkt R und Radius r/3. Die Funktion 


u(z,y) =logPQ, P:(z,y), 


ist in jedem Punkt von C harmonisch, doch nicht in C nach harmonischen Polynomen 
in (z, 4) gleichmäßig entwickelbar. Denn die Werte dieser Funktion auf dem Rande von 
G sind alle größer als log 2r/3. Die Summe einer solchen Entwicklung hätte auch Werte 
größer als log 2r/3 auf dem Rande von G, also auch in jedem Punkt (insbesondere in 


jedem Punkt von C), der sich nicht mit dem Punkt © durch einen Streckenzug verbinden 
läßt, der keinen Randpunkt von G enthält. Der Wert der Funktion u(z, y) im Punkt A, 


der zu C gehört, ist aber kleiner als log r/3, und der Satz ist bewiesen. 
Im Vorhergehenden ist das Wesentlichste des folgenden Satzes schon enthalten: 


Satz VII Es sei diestetige Funktion u(z, y) aufirgendeiner beschränkten abgeschlossenen 
Punktmenge C definiert. Es sei D die Punktmenge, die aus sämtlichen Punkten besteht, 
die sich mit dem Punkt & durch einen Streckenzug verbinden lassen, der keinen Randpunkt 
von € enthält. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß u(x, y) nach har- 
monischen Polynomen auf C gleichmäßig entwickelbar sei, besteht darin, daß u(z,y) auf C 


mit der auf der zu D komplementären Menge E harmonischen Funktion U (x, y) übereinstimme, 
die auf E durch die Randwerte u(x, y) auf dem Rande von D definiert ist. 


Die Funktion U(z, y) ist die Summe der im Satz III betrachteten Entwicklung, 
worin D die Rolle von B spielt. Die Funktion U(x, y) ist in jedem Punkt der Menge C 
definiert. Jeder Punkt von C ist, in der Tat, entweder ein Randpunkt von D oder gehört 
zu einem Gebiet, welches aus sämtlichen Punkten besteht, die sich mit einem Punkt von 
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E durch einen Streckenzug verbinden lassen, der keinen Randpunkt von D enthält: 
ein solches Gebiet ist durch Randpunkte von D, also durch Randpunkte von C, begrenzt. 
Die im Satz III betrachtete Entwicklung konvergiert gleichmäßig auf dem Rande von D, 
also gleichmäßig auf C. 

Die Bedingung dieses Satzes ist nach Satz III offenbar hinreichend. Sie ist auch 
notwendig. Wir haben ja zwei gleichmäßige Entwicklungen der Funktion U(x, y) auf 
dem Rande von D, die eine nach der jetzigen Voraussetzung, die andere nach Satz III. 
Die gliedweise Differenz dieser Entwicklungen konvergiert auch gleichmäßig auf dem 
Rande von D. Dort hat sie die Summe Null, daher (nach dem Vorhergehenden) ist die 
Summe auch auf € Null, und die zwei Funktionen U(x,y) und u(x, y) stimmen auf C 
überein. 

Es sei ausdrücklich bemerkt, in Zusammenhang mit Satz VII, daß die Funktionen 


u(x,y) und U(x,y) nicht auf der ganzen zu D komplementären Menge E übereinzustimmen 
brauchen. Z. B., die Punktmenge C möge der oben betrachtete Streifen sein, und die 


Funktion u(z, y) möge log Yx? + y? sein. Diese Funktion ist im Bereich € gleichmäßig 
entwickelbar, aber natürlich nicht auf der ganzen Punktmenge E. 

Es ıst leicht, die Bedingung vom Satz VII auf irgendeine auf einer beliebigen be- 
schränkten Punktmenge C, definierte Funktion u,(x, y) auszudehnen. Man betrachtet die 
Punktmenge C, die aus der Punktmenge C', und ihrer Ableitung besteht, und man de- 
finiert die neue Funktion u(x, y) gleich der Funktion u, (x, y) auf C,, und in jedem Punkt 
vonC —C, gleich irgendeinem Limes von u,(z, y) in jenem Punkt. Eine notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, daß u,(x, y) auf C, nach harmonischen Polynomen gleich- 
mäßig entwickelbar sei, besteht darin, daß u(x, y) auf C (stetig sei, und auch dort) nach 
harmonischen Polynomen gleichmäßig entwickelbar sei. 

Aus Satz VII ergibt sich, daß irgendeine Funktion u(x, y), die stetig auf dem Rande 
(oder auf einer abgeschlossenen Teilmenge des Randes) eines im Satz V betrachteten 
Gebietes (also insbesondere auf irgendeiner Jordanschen Kurve oder auf einem Jordan- 
schen Kurvenstück) ist, auch auf dieser Punktmenge gleichmäßig entwickelbar ist. 


Dem Vorhergehenden ähnliche Überlegungen liefern drei ähnliche Sätze: 


Es sei C irgendeine beschränkte abgeschlossene Punktmenge. Eine notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, daß jede auf € stetige Funktion nach harmonischen Poly- 
nomen auf C gleichmäßig entwickelbar sei, bsteht darin, daß C die volle Begrenzung eines 
unendlichen Bereiches sei. 

Es sei C irgendeine beschränkte abgeschlossene Punktmenge, von der jeder Punkt 
innerer Punkt bzw. Häufungspunkt derselben ist. Eine notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, daß jede auf (der abgeschlossenen Punktmenge) C harmonische Funktion 
nach harmonischen Polynomen auf C gleichmäßig entwickelbar sei, besteht darin, daß der 
Rand von C auch der Rand eines unendlichen Bereiches sei. 

Es sei C irgendeine beschränkte abgeschlossene Punktmenge ohne hebbare Randpunkte, 
von der jeder Punkt innerer Punkt bzw. Häufungspunkt derselben ist. Eine notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür, daß jede im Inneren von C harmonische, auf € stetige 
Funktion nach harmonischen Polynomen auf C gleichmäßig entwickelbar sei, besteht darin, 
daß der Rand von C auch der Rand eines unendlichen Bereiches sei. 


Wir betrachten nicht ausführlicher im Zusammenhang mit der Frage von Satz VI 
allgemeinere Gebiete C als endlichfach zusammenhängende. Wir bemerken hier nur 


eines: Wenn das Randwertproblem für € (mit C) immer eine Lösung hat, und wenn 


die Punktmenge C aus lauter inneren Punkten besteht, so ist die notwendige und 
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hinreichende Bedingung von Satz VI die, daß der Rand von C auch der Rand eines 


unendlichen Gebietes sei. 
Wir wenden uns jetzt zu Entwicklungen von in mehrfach zusammenhängenden 
Gebieten harmonischen Funktionen. 


IV. 

Die Erörterung von II läßt sich auf mehrfach zusammenhängende Bereiche an- 
wenden. Wir beweisen: 

Satz VIII. Es sei die Funktion u(x, y) im Gebiet C harmonisch, im entsprechenden 
Bereich stetig, wobei C durch die Jordanschen Kurven C, und C, begrenzt ist, derart, daß 
jeder Punkt von C', im Inneren von C, liegt und der Nullpunkt durch C, umschlossen wird. 
Wird dann die Konstante k passend gewählt, so läßt sich die Funktion 


u(&,y) — klogyx? + y? im Bereich C in eine Reihe von harmonischen Polynomen in (x, y) 


gleichmäßig entwickeln. 





plus eine Reihe von harmonischen Polynomen in (= yo . 5) 


Man zeigt nach Osgood !) mit Hilfe der Greenschen Formel, daß, wenn k passend 
gewählt wird, die Gleichung 


u(z, y) = u(2,y) + ug(2, y) + klogVa? + y? 


im Bereich C gilt, worin u,(x, y) innerhalb C, harmonisch und im entsprechenden Bereich 
stetig ist, und u,(x, y) außerhalb C, (inklusive des Punktes oo) harmonisch und im ent- 
sprechenden Bereich stetig ist. 

Satz V läßt sich unmittelbar auf die Funktion u,(x, y) anwenden, und auf die Funk- 
tion u,(z, y), nachdem man eine Transformation durch reziproke Radien mit dem Pol 
im Nullpunkt ausgeführt hat. Wir erhalten also die verlangte Entwicklung. Die Reihe der 
Polynome in (x, y) konvergiert gleichmäßig im abgeschlossenen Inneren von C,, und die 





Reihe der Polynome in ;) konvergiert gleichmäßig im abgeschlossenen 


x Yy 
(= + ye x? + y 
Äußeren (inklusive des Punktes ©) von C,. 
Es ist vielleicht nicht ohne Interesse, zu bemerken, daß die Funktion log r in 


keinem den Bedingungen von Satz VIII befriedigenden Bereich C in eine gleichmäßig 





konvergierende Reihe harmonischer Polynome in (z2,y) und Fre = N 


entwickelbar ist. Angenommen, daß eine solche Entwicklung existiert: 
© k 


logr = r" (a„cosnd + b„ sin nd), 
& £, 


so sei J eine in C liegende den Nullpunkt umschließende analytische Jordansche Kurve. 
Wir dürfen diese Reihe gliedweise in der Richtung der Normale von J differentieren, 
und nachher über J gliedweise integrieren ?),. Die Integrale dürfen auf irgendeinem 
Kreise, dessen Mittelpunkt im Nullpunkt liegt, berechnet werden. Wir bekommen 
also den Widerspruch 


2 —=(, 


!) Die Einzelheiten sind ausführlich von Osgood gegeben worden; man braucht im übrigen nur 
zu bemerken, daß die Stetigkeit von «, auf C, bzw. von u, auf C, sich aus der Stetigkeit von v, auf C, 
bzw. von u, auf C, ergibt. Siehe Osgood, Funktionentheorie I (Leipzig 1912), S. 642—644. 

Die Konstante k ist unmittelbar bekannt, wenn die Funktion u/z, y) gegeben ist; loc eit., S. 644. 

2) Vgl. Osgood, loc. cit., S. 652—653. Osguod betrachtet hauptsächlich die partiellen Ableitungen, 
wir gebrauchen hier aber die Derivierten in der Richtung der Normale von J. 
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Nun zeigen wir durch ein Gegenbeispiel, daß Satz VIII nicht gilt, wenn man nur 
voraussetzt, daß die Kurven C, und C, ineinander liegen, ohne getrennt zu sein. Es seien 
C, der Kreis 2 +y?=4, und C, der Kreis (e —1)®?+y?=1. Wir bezeichnen mit 
9,0 < 0, < 2r) den Winkel XAP und mit 0,(0< 6, < 27) den Winkel XBP, wo A, B. 
bzw. X die Punkte (2,0), (1,0), (4,0) sind, und ? ein beliebiger Punkt (x, y) ist. Die 
Funktion 

u(x,y) = 0, — 20, 


ist also im Gebiet harmonisch, welches durch C, und C, begrenzt wird, und im ent- 


sprechenden Bereich stetig; man setzt u(A)=— rn. Die Funktion u(x, y) läßt sich aber 
nicht in eine Summe 
(1) u(2,y) = u,(&,y) + u(a,y) +klogBP, P: (a, y), 


spalten, wo u,(x, y) innerhalb C, harmonisch, im entsprechenden Bereich stetig bleibt, 
und u,(z, y) sich außerhalb C, (inklusive des Punktes oo) harmonisch, im entsprechenden 


Bereich stetig verhält. Die Funktion u(z, y) — klog BP ist also für kein k als die Summe 
einer Reihe von harmonischen Polynomen in (x, y) und einer Reihe von harmonischen 
x —1 y 
PHP’ WII FR) 
Um diese Behauptung zu beweisen, nehmen wir an, daß (1) erfüllt ist. Die Funktion 
u(z,y) + 6, = 0, — ®, ist außerhalb C, eindeutig, harmonisch (inklusive des Punktes 
&), im entsprechenden Bereich stetig, außer dem einzelnen Punkt A. Nach (1) ist gleich- 


falls die Funktion u,(z,y) + 6, + klog BP außerhalb C, (inklusive des Punktes ») 
harmonisch, im entsprechenden Bereich stetig, außer dem einzelnen Punkt A, wo sie 
beschränkt ist. Nach Voraussetzung ist aber u,(x, y) innerhalb C, harmonisch, im abge- 
schlossenen Bereich stetig. Daher ist die Funktion u,(z,y) + 6, auch im Punkt A har- 
monisch, kraft eines Satzes von Osgood !), da sie in der Umgebung von A harmonisch, 
eindeutig und beschränkt ist. Andrerseits ist u,(x, y) im abgeschlossenen Inneren von €, 
stetig, darum 6, ım abgeschlossenen Inneren von C, stetig, welches unmöglich ist. Die 
Behauptung, daß u(z, y) sich nicht auf die durch (1) angezeigte Weise spalten läßt, ist 
also bewiesen. 

Wir können trotzdem eine einigermaßen komplizierte Entwicklung dieser Funk- 
tion u(z, y) herleiten. Es sei C} ein veränderlicher Kreis, welcher im Äußeren von C, liegt 
und sich C, annähert, und C; ein veränderlicher Kreis, welcher im Inneren von C, liegt 
und sich C, annähert. Es existiert eine Funktion u’(x, y) harmonisch im Gebiet, das durch 
C; und C, begrenzt ist, und welche die Funktion u(z,y) im Bereich, der durch €, 
und C, begrenzt ist, gleichmäßig und beliebig nahe approximiert °?).. Die Funktion 
u’(x,y) — klog Yx? + y? läßt sich für passendes k in diesem Bereich durch harmonische 

z—1 E ) 
(1? +’ @-N’+y 
gleichmäßig approximieren, also läßt sich u(x, y) in diesem Bereich durch eine Reihe, 
deren Glieder von der Form 








Polynomen in ( entwickelbar. 





Polynome in (x,y) und harmonische Polynome in ( 





0 1 ) 
klogyYx? + y° + harm. Polyn. in (z,y) + harm. Polyn. in (z eg ang Een fe: =) 


sind, beliebig nahe gleichmäßig entwickeln. 





1) Loc cit., S. 647; eine passende Definition der Funktion im Punkt A muß natürlich gegeben 


werden. 


2) Lebesgue, S. 398—399; vgl. auch den Beweis des Satzes III. 
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Wir formulieren später eine Verallgemeinerung dieser Bemerkung. 
Satz VIII läßt sich auf verschiedene Weisen ausdehnen; wir beweisen z. B.: 


Satz IX. Es sei C ein beschränktes Gebiet, dessen Begrenzung aus abgeschlossenen 
Punktmengen CC}, - - -, Cn besteht, worin C,, bzw. C,, . . -, C„ in der Begrenzung eines Ge- 
bietes Gy Gy: - -, Gun enthalten ist, welches den zu C nicht gehörenden Punkt », bzw. 
(2 Y1) = + +, (Ins Yn) enthält. Besitzen die Punktmengen C,C;(i,j =0,1,...,n, i+]j) 
keinen gemeinsamen Punkt, und ist die Funktion u(x, y) im Gebiet C harmonisch, im ent- 
sprechenden Bereich C stetig, so läßt sich bei passender Wahl der Konstanten k,, k;.. . ., k, 
die Funktion 


(2) us, y) + log Ya a + y— ya? ++ hulog Vie — m)? + (y — y)” 
als die Summe von n +1 in C gleichmäßig konvergierenden Reihen von harmonischen 
Polynomen ın 


(3) (x, Y), 5 2)? 4 (y — yı)° (x Er 2)? > (y ah . 





er Y—Yı 





POSEENERE.. on... AENSERTSREREEREN Seren | 
(@ u”? +y—-y” an”? +lYy- m) 
bzw. entwickeln. Diese Reihen konvergieren gleichmäßig auf der zum Gebiet G,; komple- 
mentären Menge (in bezug auf die ganze Ebene), ı=0,1,...,n bzw. 


Dieser Satz ergibt sich unmittelbar (laut Satz V) aus der von Osgood betrachteten 
Spaltung von u(x, y)!) in eine Summe von n + 1 Funktionen, wovon jede in einem 
das Gebiet C enthaltenden, durch C„C],...,Cn bzw. begrenzten einfach zusammen- 
hängenden Gebiet harmonisch und im entsprechenden Bereich stetig ist. 

Wenn man die Annahme nicht macht, daß die Punktmengen C,,C,i,j =0,1,...,n, 
i + J, keinen gemeinsamen Punkt besitzen, so fährt man fort wie im obigen betrachteten 


speziellen Falle. Man bekommt folgendermaßen eine ähnliche in € gültige gleichmäßige 
Entwicklung in eine Reihe bzw. mehrere Reihen, je nachdem keine Gruppe aus den Punkt- 
mengen C\,, Cj, - : :, C„ von den übrigen getrennt ist oder nicht. Spalten sich diese Punkt- 
mengen in etwa k + 1 Gruppen, wovon jede Gruppe keinen gemeinsamen Punkt mit 
einer anderen hat, so spaltet sich die Funktion u(x, y) in k logarithmische Glieder wie die 
Glieder von (2), plus k + 1 Funktionen u;(z, y),i =0,1,...,k, deren jede in einem das 
Gebiet C enthaltenden einfach zusammenhängenden Gebiet G; harmonisch und im ent- 
sprechenden Bereich stetig ist. Die Begrenzung jedes Gebietes G; ist eine der besagten 
Gruppen (etwa /‘;) aus den Punktmengen C,,C},...,Cn. Nach den Ergebnissen von 
Lebesgue ?) läßt sich die Funktion w(z,y) in G; durch eine Funktion u;(x, y) beliebig 
nahe approximieren, und die Funktion uj(x, y) ist in einem den Bereich G; enthaltenden 
veränderlichen Gebiet Gj’ harmonisch. Das Gebiet G;’ ist durch getrennte Jordansche 
Kurven begrenzt; jedes Gebiet G,, dessen Begrenzung zu T'; gehört, enthält eine und nur 
eine dieser Kurven. Das Gebiet G;’ enthält genau diejenigen Punkte unter &, (x, Yı)» - - -; 
(X, Yn), die in G; liegen. 

Satz IX liefert jetzt eine Approximation zu ui(2, y) in Gi, also zu u; (x, y) in G! 
(daher auch in C), durch logarithmische Glieder plus harmonische Polynome in den zu den 
unter ©, (2, Y1) ++, (%,,4„) außerhalb G; liegenden Punkten entsprechenden Funktionen (3). 


!) Loc. eit., S. 642—643. Bei Osgood kommt nur der Fall in Betracht, daß die Punktmengen 
Oo O1: »+., C„ Jordansche Kurven sind. Die Erörterung gilt aber in unserem allgemeineren Fall. 
?) Loc cit., S. 398—39. 
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So bekommen wir endlich die gesuchte in C gleichmäßig konvergierende Entwicklung 
von u(z, 4). Sie besteht aus k logarithmischen Gliedern wie die Glieder von (2) plus 
k +1 Reihen, jede gleichmäßig konvergent nicht nur in C sondern in einem größeren 
einfach zusammenhängenden Bereich G!. Jedes Glied einer solchen Reihe ist eine Summe 
logarithmischer Glieder wie die Glieder von (2), plus harmonische Polynome in gewissen 
Funktionen (3); diese logarıthmischen Glieder sowohl wie diese Funktionen (3) entsprechen 


Punkten ©, (2 Yı)» - - +, (&s Y„), die außerhalb G; liegen. 

Die Sätze VIII und IX, und natürlich auch das soeben betrachtete Resultat. 
lassen Ausdehnungen zu, die man durch eine beliebige Transformation durch reziproke 
Radien erreicht. 
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Über die Klassenzahl 
des imaginären quadratischen Zahlkörpers. 
Von L. Redei in Miskole. 





Die zu 2 gehörige Basiszahl (d. h. die Anzahl der Basiselemente, deren Grad durch 
2 teilbar ıst) der Gruppe der Idealklassen eines quadratischen Zahlkörpers ist bekanntlich 
)— A, wobei A die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren der Diskriminante bedeutet 
(die Äquivalenz der Ideale ist im ‚engeren‘ Sinne zu verstehen, d. h. a= a,, falls 
a= aa, stattfindet, wobei a eine Zahl des vorgelegten Körpers mit positiver Norm be- 


deutet !); umsomehr ist die Klassenzahl durch 2’! teilbar. Wir beschäftigen uns in 
dieser Note im Falle einer negativen Diskriminante ?) mit dem Verhalten der Klassen- 
zahl mod 2%. Das Problem ist ziemlich alt; erst Hurwitz®) hat die speziellen Fälle A = 2, 3 
erledigt; dann versuchten Lerch *) und Plancherel?), auf Grund gewisser von ihnen ge- 
fundener Relationen das allgemeine Problem zu beantworten. Diese Relationen sind 
ähnlich zu den unten stehenden Kongruenzen (2,), (2,), (2,) (die erste rührt von Lerch, 
die anderen zwei von Plancherel her), durch welche sich die Frage in jedem Falle nach 
einem sich von selbst ergebenden Rekursionsverfahren entscheiden läßt. Plancherel 
hat dieses Verfahren auch in eine Rekursionsformel gekleidet und Beispiele für } = 4,5 
ausgerechnet. 

Wir haben das Problem vollständig erledigt, indem wir die genannten Kongruenzen 
in einer geschlossenen und möglichst einfachen Form gelöst haben. (Das so erhaltene 
Teilbarkeitskriterium ist zugleich das Kriterium für das Vorhandensein eines Elementes 
von viertem Grade in der Gruppe der Idealklassen.) Die Lösung haben wir gleich in drei 
verschiedenen Gestalten gegeben, welche sich in den Sätzen I—III finden (der Fall 
einer geraden Diskriminante hat jedoch nur zu zweierlei Lösungen Anlaß gegeben). Die 
in diesen Sätzen vorkommenden Zeichen K(n), K(n, p), L(n, p)®) sind unmittelbar 
vor den betreffenden Sätzen definiert. Die erste Form (Satz I) der Lösung (besteht nur 
für ungerade Diskriminanten) ist symmetrisch in allen Primfaktoren der Diskriminante, 
hat aber nach der äußeren Gestalt nicht die Form einer ganzen (umsoweniger einer durch 


2’ teilbaren) Zahl; die zweite Form (Satz II) hat schon die Gestalt einer ganzen Zahl 
und ist symmetrisch in den Primfaktoren der Diskriminante, mit Ausnahme eines einzigen 





ı) Vgl. z.B. Hecke, Vorl. ü. d. Theorie d. alg. Zahlen (1923), S. 179. 

2) Den interessanteren und schwierigeren Fall einer positiven Diskriminante möchte ich an einer 
anderen Stelle betrachten. 

3) Acta Math., 19 (1895), 378—79. 

#) Acta Math., 30 (1906), 260—279. 

5) Thesis, Pavia, 1908, 94 pp. Revista di fisica, di math., 17 (1908), 265—80, 506—15, 585%: 
18 (1908), 77—93, 179—96, 243—57. 


°) Diese Zeichen spielen auch beim analogen Problem einer positiven Diskriminante eine Rolle. 
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(dies ist die 2 im Falle einer geraden Diskriminante, sonst beliebig gewählt); für die 
dritte Form der Lösung gilt ähnliches, nur tritt dabei auch die Teilbarkeit durch 2° 
in Evidenz. Es ist also diese letzte Form der Lösung zwar als Endresultat zu betrachten, 
doch verdienen die ersteren fast das gleiche Interesse. Wir bemerken noch, daß wir die 
Kongruenz (2,) leicht auflösen konnten; desto schwieriger war aber die Lösung von ( 2): 


während die Lösung von (2,) sich auf die Lösungen der vorigen Kongruenzen zurück- 
führen ließ. (Vgl. noch die Fußnote 1 auf Seite 216.) 


* * 
* 
Es soll (a,b) den größten gemeinschaftlichen Teiler bedeuten. Das Jacobische 
Symbol (5) sei für jedes positive ungerade 8 mit (a,ß) =1 erklärt, im besonderen 


9-1 


p soll überall (auch mit beliebigen Stellenzeigern) eine positive Primzahl, n (wenn 
wir nichts anderes sagen) eine positive ungerade quadratfreie ganze Zahl bedeuten. 
Wir setzen n = p, : : : p,, d. h. » bedeutet die Anzahl der Primfaktoren von n. 


a—l 
Es bedeute e(a) = (= = (—1) 2 unde, =e(p,). Dann besteht e(ab) = e(a) e(b) 


n IOBEEL Er Er 


wenn (&) und ©) einen Sinn haben. 


und 


Wir setzen a|b, falls a ein Teiler von 5 ist. 
Es bezeichne D die Diskriminante und H(D) die Klassenzahl eines imaginären 


quadratischen Zahlkörpers. Dann können wir D = — 2”n setzen, wobei =(0,n=3 
(mod 4)oder ® =2,n=14 (mod 4) oder = 3. Bedeutet A die Anzahl der verschiedenen 
Primfaktoren von D, so ist den Fällen D= —n, —An, —8n entsprechend: 


=, +1, +1. 
Die erwähnten Kongruenzen sind die folgenden (n > 1 angenommen): 


(2) 3 4-4) IK -5)=3/7 d—e) (mod %), 
2 IH 4a) [TA = 320-6, )/I1- (mod 2+!), 
2,) 5 ns [T-C)- [Tu-o (mod 2+1), %) 


wobei d und p (hier wie auch später) alle Faktoren von n bzw. alle Primfaktoren von 
n 
FL ferner i, k die Werte 1,..., » durchlaufen. Statt der sinnlosen Koeffizienten von 


H(— 2en) ist „1“ zu setzen; um solche Unbequemlichkeiten zu vermeiden, setzen wir 
[I f{p) =1 für jede Funktion f, und ähnlich setzen wir II fi) =1, falls i keinen 
pl 


Wert annehmen kann (wie in (2,), falls »—=1). Ist —n keine Diskriminante, d. h. 





!) Die Kongruenzen (2,), (22), (23) sind durch geringe Umgestaltung aus den Gleichungen (15), (69) 
bzw. (39) bei Plancherel a. a. O. [Thesis] zu erhalten. Die Kongruenz (2,) läßt sich in Gleichungsform bei 
Lerch a. a. 0. S. 261 unter (48) finden. 
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n =A4 (mod 4), so ist H(—n) =(0), und ist — An keine Diskriminante, d.h. n=3 (mod4), 
so ist H(— An) = (A = (*)) H(—n) zu verstehen. 


Man sieht leicht, daß jeder Summand und die rechten Seiten in den obigen 
Kongruenzen durch die Hälfte des entsprechenden Moduls teilbar sind. Wir können 
also jedes Glied dieser Kongruenzen mit einer beliebigen ungeraden Zahl, im beson- 
deren mit + 4 multiplizieren. Somit bestehen: 


9) Ha 7/1 ((£) - 168 [Ten (mod 2°), 
2 Zn [7-GHI-LU-OyTe-“ 


+/ [1 -«) (mod 2+'), 


3,) I H(- 17) -w)- =/Tt- (mod 2++1), 
d 


Wir haben nämlich in (2,) zugleich (£) statt (=) gesetzt, denn sind diese Zahlen 


ungleich, so ist d=1 (mod 4), d.h. 4(—d) = 0; in (2,) haben wir zugleich das zud = 1 
gehörige Glied auf die rechte Seite übertragen (es ist ja4(— 4) = 1). — Die jetzt durch- 
geführte Umformung ist ein wichtiger erster Schritt des Beweises, und wir haben im 
folgenden fast nur mit den Kongruenzen (3) zu tun. 


81. 

Definition. Das System der ganzen Zahlen A,,..., A, nennen wir ein S{n)- 
System (in Zeichen $(n) = {A,,..., 4,}), falls 

(4) A, --  L, en r23,4,>1(i=1,.:.,n); 
wir setzen 

- h A, A,-ı 

(5) A sın) (A, A, —) Gen A, F {zZ 
und 

(6) Kin) =1 Ei 

3 si r /1S(n)» 


wobei die Summe sich auf alle verschiedenen S(n) bezieht. (Im Falle n = p, gibt es kein 
$(n), und die sinnlose Summe in (6) ist wegzulassen, d. h. wir setzen K(p,) = 1.) 


Satz I. /stn=3 (mod 4), so ist H(— n) = K(n) (mod 2°). 
Statt dieses Satzes beweisen wir vielmehr folgendes: Es ist 


(7) X(d) = a K(d) (din,d>A) 
die Lösung der Gleichung 
p 1r 
(8) 3x I) -)=-3/, (4 —1) (n>1). 
d>1 Pig 
(Wir können nämlich wegen H(—1) = 0 auch auf der linken Seite von (3,) die Ein- 
schränkung d > 4 machen, und dann folgt leicht, daß H(— n)= X(n) (mod 2°).) 





ist 


wo 
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Aus (8) folgt X(p,) = n und ähnlich X(p,) = ae} es folgt weiter 


Kane) + Ko) (2) 1) + Xp (EI) 1) =, (Ni —N), dh. 
A(pıP.) = — 5 Ni) + ma (1 Zu 5.)) r yr (1 - .)) 


en u. u I Pı\ p 
Wir können im zweiten Glied der rechten Seite — | & | | statt (7?) setzen; 
2 5 m (5) io 


denn sind letztere Zahlen ungleich, so muß e, =1 sein, und das genannte Glied ver- 
schwindet; wenn wir auch das dritte Glied entsprechend umformen, so folgt identisch: 


X(pıP.) = = (1 —e (1 _3 | > + 3) Der letzte Faktor ist X (p,p,), womit 


die Behauptung für » = 1 und » = 2 bewiesen ist. 

Der weitere Beweisgang wird eine sich auf » beziehende vollständige Induktion 
sein; zu diesem Zwecke setzen wir die Behauptung für die ‚kleineren Werte‘ von » 
als richtig (und » > 2) voraus und wollen dann X(n) aus (8) auswerten. 


1. Vor allem berechnen wir das von Symbolen G ‚) freie Glied von X(n); dies 


ist nach (8), (7) und (6) 
1 Bi 
Bi; /I (4 — 1) — un eg 


l<d<n 


<n d 
” = BR e(d) + Zu de) —d-ein))| en m), 


wobei u„ das Möbiussche Zeichen bedeutet, — wie das nach (7) und (6) zu erwarten ist. 
Die übrigen Glieder von X(n) sind nach (8), (7), (6) und (5) von der Gestalt cA sr. 


wobei n’|n und ce von Symbolen e frei ist; so „‚gehört‘‘ jedes solche Glied von X(n) 


zu einem S(n’) (es wurde also unter anderem der Ausfall der zu S(n’) „gehörenden“ 
Glieder behauptet, wenn n’ < n). Es ist nach (5) leicht ersichtlich, daß eine homogene 
lineare Gleichung Zc Asm) = 0 in ähnliche Gleichungen zerfällt, so daß in einer jeden 
dieser Gleichungen m ungeändert ist und die vorkommenden S(m) = {ö,,.. ., ör} sich 
auseinander durch eine Permutation der Elemente Ö,,..., ö, ergeben !). Ist also 
S(m) = {ö,,..., ör} ein bestimmtes S(m)-System mit m = ö, :-- Örlnundsind S(m), S’(m),... 
alle die Systeme, welche sich aus S(m) durch eine Permutation der Elemente ergeben, 
bedeutet ferner Xg.m)(n) die Summe aller Glieder von X(n), welche zu einem S®(m) 
„gehören‘‘, so ist 





(9) Xsmy(n) + Un 


> 
NT g(__4 1 eim)e (6) | _ 
r—1 2(; Ög... 6 2 And...) = 9. 

wobei die Summen sich auf alle verschiedenen Permutationen von Ö,,..... ö, beziehen 


und die erste Summe auszulassen ist, falls m = n. (Das zweite Glied von (9) haben wir 


ı) Es ist dagegen 





1+E.(d)+e(n)e (d,) — En) 
EEE se um Ag, du... Oridh) 


richtig (vgl. (1)). 
Journal für Mathematik. Bd. 159, Heft 4. 
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so erhalten, daß wir in (8) für d — im Falle m < n erst den Wert m = ö, : : - ö,, dann — 


die Werte = (.=1,...,r) gesetzt haben; das in der zweiten Summe vorkommende 


e(m)e(6,) ergibt sich ursprünglich als e(2).) 
1 
Nunmehr wollen wir unter 2. den Fall betrachten, in welchem wenigstens ein Ele- 
ment von S(m) eine zusammengesetzte Zahl ist. Dann prüfen wir unter 3. den Fall, 


wo — zusammengesetzt ist. Es folgt dann unter 4. der Fall (m = n) $(m) = {p,, - - -, P.). 


Endlich erledigen wir unter 5. den übriggebliebenen Fall, in welchem — und alle ö; 


Primzahlen sind. 
2. Es sei z. B. ö, eine zusammengesetzte Zahl. Es bedeute dann z eine posi- 


tive Primzahl mit n=ö, (modA4 ö,ö6, :::6,). Wir setzen n, = T: m, = m, 
1 1 


S$(m,) = {r, ö,,... ., ö,}. Dann können wir im zweiten Glied von (9) statt der Zeichen —, m, 6, 


bzw. —e, My, setzen; das so umgestaltete zweite Glied ist zugleich das zweite Glied 
0 
der sich auf Xsm,)(2,) beziehenden Gleichung (9). Es ist also Xsmy(n) = Xsm,)(N,); 


nun ist aber die Anzahl der Primfaktoren von n, kleiner als » und somit ist X'sm,) (79) 
wegen der Voraussetzung nach (7) bestimmt. Und zwar verschwindet Xsm,)(n2,), wenn 
My < N, d.h., wennm <n; dann verschwindet also auch Xs.)(n), wie das zu erwarten 
ist; ist aber m, = n, d.h. m = n, so erhalten wir nach (7) und (6) 


4 er 


(Xsm(n) =) Asın)(Ng) = 9 x 2 Asın,); 





wobei die Summe sich auf alle verschiedenen S(n,), $’(n,), . ... bezieht, welche sich aus 
$(n,) durch eine Permutation der Elemente ergeben. Setzen wir dann auf der rechten 
Seite wieder 6, statt n (dies ist wegen z = ö,(mod 46, ö, - - - ö,) erlaubt), so erhalten wir 
den behaupteten Ausdruck für Xyny(n). 


3. Es sei — eine zusammengesetzte Zahl. Das zweite Glied der linken Seite von (9) 


ist (soweit m <n) — abgesehen vom Faktor u. — von e- unabhängig, verschwindet 


also zugleich mit dem nach der Voraussetzung verschwindenden Xs„)(mr), wobei 7 
eine beliebige, zu m relativ prime, positive ungerade Primzahl bedeutet. Dann verschwindet 
also auch Xg„)(n), wie das zu erwarten ist. 

4. Es sei (m = n und) $(n) = {p,, - - -, P}, d.h. r = v. Wir können (9) (das erste 
Glied in der Klammer bleibt wegen m = n weg) in der Gestalt 


\ — 1)? \1-— el 
(9 ) Asıny(n) = — En 2) m Pr} Aypı,....p); 





schreiben, wobei i =1,..., v zu setzen ist, n; = zZ ferner Di bedeutet, daß die Sum- 


me sich auf alle verschiedenen Permutationen von p,,. . -, P;_» Pi: + + -» P, bezieht, und 
(Pa Py +. .), das aus dem System {p,, p,,...} durch Weglassen des Elementes p, er- 


haltene System ist. 
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Nach dem quadratischen Reziprozitätsgesetz ist 


(10) 2 Am... = 0 oder Kl /I (£), 
P; 


1sıe<ysk Py 


je nachdem es unter den p,,.. . ., p, zwei p von der Gestalt 42 + 3 gibt, oder nicht; P, be- 





deutet, daß die Summe sich auf alle verschiedenen Permutationen von p,, . . ., p, bezieht. 
Wir zeigen nunmehr: 
1 — e(n) (— A)! 
14) Kann) = —, ZZ Anm: 


Hat nämlich n wenigstens drei Primfaktoren von der Gestalt 4 2 + 3, so verschwin- 
den nach (10) die rechten Seiten von (9’) und von (11). Sind z. B. nur p,, p, von der 
Gestalt 42 + 3, so verschwindet wegen n=14 (mod 4) die rechte Seite von (11); ebenso 
verschwinden die Glieder der rechten Seite von (9'), mit Ausnahme derer, die zui=1,2 


gehören. Die Summe der letzteren Glieder verschwindet aber wegen (5) - - 2) 
2 1 
und wegen (10) (es ist nun e(n,) = e(n,) = —1). Ist z. B. nur p, von der Gestalt 


41 +3, so hat jedes Glied der rechten Seite von (9) — abgesehen vom Faktor 


(— 4) 1 — e(n;) 
ne 9 — den Wert 


er 3 28-5 2 Anm 


wegen I’ EI geht also die rechte Seite von (9) in die rechte Seite von 








(11) über (es ist nun e(n,) =1, e(n,) = e(n;) = = —1;e(n) = —1). Sind endlich 
alle Primfaktoren von n von der Gestalt 42 + 1, so verschwinden die rechten Seiten 
von (9) und von (11) wegen e(n;) = e(n) = 1. — Offenbar ist (11) der durch (7) be- 
hauptete Ausdruck für Xsm)(n). 

5. Endlich sei z. B. m = n, und S(m) = S(n,) = {pı - - -, P,_,}), Der vorliegende 
Fall ist auf den vorigen zurückführbar. Denn (9) können wir folgendermaßen schreiben 
(es ist nun un =, = —1): 


m 





As) (n ) Bon A {pı soo. pP,—ı) 


v—1 
+ 3 bi (2 ) 1—e Zn) - ni 


wobei n,,; = "Die rechte Seite ist die Differenz (d.h. = 0) der rechten Seiten von 


(11) und (9), wenn in den letzteren n, statt n gesetzt wird; es ist also Asa (n) = 0 
wie es behauptet wurde. — Damit ist die Behauptung unter (7) und der Satz I bewiesen. 








$ 2. 
Wir wollen nun X(n) im Falle n=3 (mod 4) umgestalten. In diesem Falle bleibt 
As) nach der Fußnote 1 auf Seite 213) ungeändert, wenn die Elemente von S(n) zyklisch 


permutiert werden. Wir können also in (6) jedes S(n) durch ein $(n) ersetzen, in welchem 


das erste Element durch p, teilbar ist. Dann wird in (6) jedes S(n) r-mal entstehen, und 
so geht K(n) in den Ausdruck 


28* 
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(12) Kin, p) =1+ Dt LA altes (2) 


über, wobei r>22,6,''' 64, = Pe &>Al(i=2,3,....r) und die Summe sich auf alle 


verschiedenen Systeme Öö,,..., ö, bezieht. 

Wir wollen (12) als Definition betrachten, und dabei bedeutet n(> 1) eine 
beliebige quadratfreie ganze Zahl; ist n ungerade, so kann p, jeden Primfaktor von n 
bedeuten, ist aber n gerade, so ist p, = 2 zu setzen. (Für n = p, Setzen wir statt (12) die 
Gleichung K(p,, pı) = 1). 

Wir haben also für n=3 (mod 4) 

(13) (K(n) = )K(n,p,) = = Kin, p,) 
erhalten. Damit ist der erste Teil des folgenden Satzes bewiesen (nach dem Satz | 
und nach (13)): 

Satz II. Es ist den Fällen D= —n, —An, —8n entsprechend: 

K(n, p) 


2 
H(D)= = (4 _ =, K(n, p) (mod 2%), 
p 
K(2n, 2) 
wobei in der ersten Kongruenz p einen beliebigen Primfaktor von n bedeutet, in der zweiten 
Kongruenz p alle Primfaktoren von n durchläuft‘). 
Wir werden den dritten und zweiten Teil des Satzes bzw. unter 1. und 2. beweisen. 
1. Statt des dritten Teils des Satzes beweisen wir vielmehr folgendes: Es ist 
(14) Z,(d) = K(gd,g) (din) 
die Lösung der Gleichung 


1) Fam TH) - m) - [It-s)a2ı), 
din „® p i=1 


wobei g eine beliebige positive Primzahl bedeutet, die in n nicht aufgeht. (Wir können 
nämlich qg = 2 setzen, und dann folgt leicht nach (3,), daß HA (— 8n) = Z,(n) (mod 2’+'), 
d.h. (mod 2*).) 

Beim Beweise wollen wir das quadratische Reziprozitätsgesetz nicht voraussetzen; 
wir betrachten e,,..., e, als unbestimmte Größen. 

Die Behauptung ist richtig für » = 0, denn (15) geht in Z,(1) = 1 über, und es ist 
auch Ä(g,g) =. Wir setzen die Richtigkeit der Behauptung für die „kleineren Werte“ 
von » voraus. Dann erhalten wir 


16) Zum) = — F Kiad EDER IE 


d<n 


Differenziert man nach &, = e(p,), so unit man 





ı) Bemerkenswert sind die formalen Schönheiten dieses Satzes, besonders die Asymmetrie des 
Falles D= — n; letzterer Umstand verursachte die größte Schwierigkeit, denn man sucht ja unwillkürlich 
nach einem in allen Primfaktoren von D symmetrischen, ganzen Ausdruck und einen solchen gibt es nicht. — 
Im Falle einer geraden Diskriminante führt die Lösung der Kongruenzen (3,), (3) sogleich zum Satz II: 
wir sehen hier ein interessantes Verhalten der Primzahl 2. 


LE REN eig 
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wob 
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Gem Kud, LIE, )-n)-/Ta 


wobei (wie schon vorher) n, = > gesetzt ist. Nach der Voraussetzung verschwindet 


die rechte Seite identisch, d. h. Z,(n) ist von e, und ähnlich von allen e unabhängig. 
Wir können also in (16) alle e = 0 setzen und erhalten so 


d 
7) Zn) =1— Ku $ | 
dl d 
(Um den Satz III zu erhalten, wird später in (16) e = 1 gesetzt werden.) 
Die rechte Seite ist hier X(qn,g) — wie das behauptet wurde —, wovon man 


sich leicht überzeugt. Denken wir nämlich X(gd,g) nach (12) ausgedrückt, so liefert 

dessen erstes Glied ‚1‘ als Beitrag zu (17) die Summe — Br (*) welche derzur = 2 
d 

gehörende rs nr nach - ausgedrückten X(gn, g) ist; aus dem ‚allgemeinen‘‘ Glied 


In on 0) —.) (= =) von K(gd,g) mit s>2,4,::-4,=d 





erhält man das zur=s-+1, 6, = 4,:.: ., d-ı = A,-ı, 6, = -; gehörende Glied des 


nach (12) ausgedrückten Ä(gn, g). — Damit ist der dritte Teil des Satzes II bewiesen. 
2. Für den Beweis des zweiten Teils des Satzes II wird es wieder genügen, nach 
3,) die Gleichungen 


(18) 1» Zray76-( (=) - zU -GIIT A-o)+/7u-e m>1) 


u \ 


aufzulösen, denn es folgt HA(—4n)= Y(n) (mod 2*+!),. Betrachten wir 1 (2 ) 
r 
(k =1,...,») für einen Moment als unbestimmte Größen, so können wir die Lö- 


sung von (18) in der Gestalt 
2 
(19) Y(n) = 1 —(—))Y,(n) + Y,(n) 
zu-)rm+r 


schreiben, wobei alle Y, von Symbolen (5) frei sind; es bestehen 


(20) 2 Ya) I]V -(=#)) -/I 1-5) (n>1) 


d>1 
und 


(21) Pa wayT\ u 1%) - II 1-6) n21), 


wobei g eine positive Pisa mit (n,g) = 1 bedeutet. (Setzt man nämlich (19) ın 
(18) ein, so ist (20) unmittelbar klar; nach Vergleichung z. B. der Koeffizienten von 


1 — (>) erhält man eine Gleichung, welche nichts anderes als (21) ist, wenn man hierin 


n und g bzw. durch n, und p, ersetzt. Dann muß aber auch (21) richtig sein.) 
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Aus (2,) und aus (20) folgt 

(22) Y,(n)=2H(—n) (mod 2++!), 
Nach (21) muß Y,(qn) durch 2 teilbar sein; multipliziert man also die Glieder (die alle 
durch 2° teilbar sind) von (21) mit + 1, so erhält man die Kongruenz: 


 Yılaa) / 7 (2) - em) = /I (15) (mod2’*), 
” pl” Pr 


Nach (15) folgt also Y,(qgn) = Z,(n) (mod 2’+!), d.h. nach (14) 
(23) Y,(n)= K(n, p) (mod ?) (p|n). 
Wir haben somit nach (19), (22) und (23) 


(24) H(—An)=Y(n)=2H(—n) + zZ ie (5) Kin, p) (mod 2+1), 
pIn 


Ist n=1 (mod 4), so verschwindet H(— n), und es folgt die Richtigkeit des noch 


übriggebliebenen zweiten Teils von Satz II. 
(Ist aber n=3 (mod 4), so sind alle KX(n, p) gleich 4(— n) und durch 2’! teilbar; 


andererseits ist a (4 _ 9) = —1+ () (mod 4), und somit geht die rechte Seite 
von (24) in (1 .- (>) H(—n) über. In diesem Falle wurde in der Tat 7(— An) 
= (1 + ()) H(—n) gesetzt.) 


$ 3. 


Ist n eine positive quadratfreie ganze Zahl, sind p,,. . . , ?, die Primfaktoren von 
n und p, = 2, falls n gerade ist, so definieren wir: 


> Kur FB) - eo); 


dabei ist &,,...,%,—ı eine Permutation von 2, 3,...,», fernery, (k=2,...,v—1) 
ein Element des Systems 1, x,, &,, . . . , &—ı, und die Summe ist auf alle solche Systeme 
yes, Yar---,;%-—ı auszudehnen, welche zu (25) verschiedene Glieder liefern. 
(Ist n = p,, so versagt (25), und wir setzen L(p, Pı) = 1.) 

Wir beweisen den 

Satz III. Es ıst den Fällen D= —n, —An, —8n entsprechend: 


(L(n, p) 


HD)=! (1 — 9) L(n, p)*) Y (mod 2%) 2). 


L(2n, 2) 











ı) Diese rechte Seite unterscheidet sich von dem nach (25) ausgedrückten L (2n,2) durch die 
weitere Beschränkung y; #1 (d.h. 2 darf in jedem Glied nur einmal als „Zähler“ vorkommen). 
2) Wir können L (n,p,) auch als die Summe 


2(1-3))-(-(%)) 

Pa Pv 

definieren, in welcher jedes # eine der Zahlen 1,...,v ist und kein Teil a,ß,...,o des Systems 2,...,v 
eine Permutation der Zahlen a’, ß’,...,o’ ist (dann muß 1in jedem 2’,...,»’ vorkommen). — Man könnte 
den Satz III auch in die Gestalt H (D) = 2—1. Np (mod 2%) setzen; dann erhält Np eine leicht ausdrück- 
bare Anzahlbedeutung. 








fü 


be 
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Um diesen Satz zu beweisen, wird es nach dem Satz II genügen, zu zeigen, daß 
für die Lösung Z,(n) = K(gn, g) von (15) auch 
(26) Z,(n)= L(gn, g) (mod 2’*') 


besteht. 
Setzen wir in (16) alle & =1 (vgl. die Bemerkung nach (17)), so erhalten wir 


(27) zn = Ku /] (2) -1). 
z pl" 


d<n 


wobei wir statt K wieder Z geschrieben haben. 

Nun ist (26) richtig für » =1; wir setzen die Richtigkeit für die ‚kleineren 
Werte‘‘ von » voraus und zeigen dann (26). Da L(gd, g) =0 (mod 2”), wobei », die 
Anzahl der Primfaktoren von d bedeutet, und 


(2) - 1=1 ) 7 AL Aa (mod 4), 


wobei r die Primfaktoren von d durchläuft so erhalten wir aus (27) wegen des für die 
„kleineren Werte‘ vorausgesetzten (26): 


28) Zum =— % Lido /] (a - (7)) (1 - A) (mod 2+1), 


d<n Plz 


Setzen wir (25) in die rechte Seite ein und multiplizieren wir aus (wir wollen dabei 
(1 — ( 7) als ein ‚einziges Glied‘‘ auffassen), so erhalten wir, wie leicht ersichtlich, nur 


die Glieder G von L(gn, g), jedes mit einer Multiplizität No, die wir gleich bestimmen 
wollen. Sei für ein bestimmtes Glied G von L(gn,g) A das Produkt derjenigen Prim- 
faktoren von n, die in keinem Faktor von G im ‚Zähler‘ vorkommen (dann muß A > 1 
sein). Die und nur die d in (28) liefern ein G, für welches 7 A (wir wollen das quadra- 
ee 2 
A d’' mit 
d|A,d' <A; ihre Anzahl N« ist also eine ungerade Zahl, statt welcher wir „— 1“ 
nehmen können, da @=0(mod 2”). Damit ist (26) und der Satz III bewiesen. 


* 
* * 


tische Reziprozitätsgesetz nicht voraussetzen). Diese Werte von d sind also 


Es wäre eine schöne Aufgabe, diese Resultate unmittelbar durch Betrachtung 
der Gruppe der Idealklassen herzuleiten und dadurch die Rolle der Ausdrücke X, L klar- 
zumachen. Man könnte dadurch vielleicht eine Methode für die Lösung von verwandten 
Problemen finden. 
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Höhere Kreiskörper. 
Von Herbert Rauter in Königsberg i. Pr. 





Als Koeffizientenbereich sei zugrunde gelegt ein beliebiger endlicher Körper ® 
(Galoissches Feld) mit p, = p” Elementen (p Primzahl). Als Grundkörper f werde dann 
der Betrachtung zugrunde gelegt der Körper f = %(t) der rationalen Funktionen einer 
transzendenten Größe t mit Koeffizienten aus dem endlichen Körper ®. In f= %it) 
herrschen ähnliche Gesetze wie im Körper der rationalen Zahlen. Es gilt ein Euklidi- 
scher Algorithmus für die Teilbarkeit der ganzen rationalen Funktionen aus f, die zu- 
gleich die ganzen Größen aus f sind. Infolgedessen werden alle Ideale Hauptideale. 
Wir werden in Zukunft Elemente aus ® mit kleinen lateinischen, Größen aus f mit 
kleinen griechischen Buchstaben bezeichnen. 

Die Elemente aus ® bilden, soweit sie #0 sind, eine zyklische Gruppe von der 
Ordnung p, —1. Mit e sei weiterhin das Einheitselement, mit g ein erzeugendes Ele- 
ment der Gruppe bezeichnet. Alle Elemente dieser Gruppe sind zugleich die einzigen 
Einheiten in Ef. 

Ist «a = a(t) eine ganze Größe aus f, n ihr Grad in t, so werde mit |a| = p% der 
absolute Betrag von a bezeichnet, der die Anzahl der Restklassen aller ganzen Größen 
aus f mod a angibt. Nach dem Gesagten besteht für jede ganze Größe a aus feine ein- 
deutige Zerlegung der Form 


(1) a=anın nn, 
wo a ein Element aus ®, n,,7%5,...,7% Primelemente aus f und a,, a,,..., d„ ganze 


rationale Zahlen bedeuten. Die Primelemente r; sind dabei ‚‚primär‘‘ angenommen. 
Als primär werden wir allgemein jede ganze Größe aus f bezeichnen, bei der der Koef- 
fizient der höchsten Potenz von t gleich e ist. Aus der Erzeugungsweise von f erhellt 
schließlich noch, daß das p-fache jeder Größe a aus f gleich 0 wird: pa =. 


$ 1. Der Kreiskörper 8, der Z!-ten Einheitswurzeln über f. 
Es sei ! eine Primzahl. Wir werden dann denjenigen Körper $, genauer unter- 


Bı_ 
suchen, der aus f durch Adjunktion von Z = e entsteht, also den Körper 8, =f(Z), 
wo Z der Gleichung 


(2) a —e=0 
genügt. Ist = p, so folgt aus @ —e= (x —e)’ =0 sofort x = e als einzige p-te 
Einheitswurzel, so daß wir in Zukunft !+ p voraussetzen wollen. Durch Division von 
x — edurch x — e erhalten wir wie bei den gewöhnlichen Kreiskörpern das Resultat, daß 
die (primitive) /-te Einheitswurzel Z der Gleichung 
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(3) Fa =rt+r2+-.. +e=0 
genügt. u: übrigen Wurzeln dieser Gleichung werden natürlich gegeben durch 
Du . 

Um zunächst die Frage zu erledigen, wann die Adjunktion von Z nicht über f 
hinausführt, wann demnach alle primitiven /-ten Einheitswurzeln schon in f enthalten 
sind, beweisen wir den 

Satz 1: Dann und nur dann, wenn l+p ein Teiler von p, —A ist, sind in k 
sämtliche primitiven l-ten Einheitswurzeln vorhanden und es wird &ı =Ef. 

Zum Beweise bemerken wir zunächst, daß die Frage gleichbedeutend ist mit der 
andern, wann F(x) in f vollständig reduzibel wird. 

Nun ist aber F(zx) gleichzeitig in ® und in f entweder reduzibel oder irreduzibel, 
d. h. eine Zerlegung von F(x) in irreduzible Faktoren in ® ist auch gleichzeitig eine solche 
in £, beim Übergang von ® zu f= X(t) ist also eine weitergehende Zerlegung von F(x) 
nicht mehr möglich. Denn wäre F(x) = F,(x) F,(x) eine Zerlegung von F(x) in f, so 
müßten zunächst nach einer Verallgemeinerung des bekannten Satzes von Gauß die 
Koeffizienten von F, und F, auch ganz in fsein. Enthieltenun wenigstensetwa F,in den 
Koeffizienten dietranszendente Größe t, und fassen wir dann F,(x) = F*(t), F,(x) = Ffit) 
als Funktionen von i auf, so müßte notwendig auch das Produkt F(x) = F*F% tent- 
halten, im Widerspruche zu (3). Alle Fragen bezüglich der Irreduzibilität von F(x) in f 
reduzieren sich also auf die nämlichen in ®. 

F(x) ıst aber dann und nur dann in ® (somit auch in f) vollständig reduzibel, 
wenn eine (und damit alle) primitive /-te Einheitswurzel Z in ® vorhanden ist. Um diese 
Fälle ausfindig zu machen, haben wir demnach zu untersuchen, wann eine Lösung Z 3 e 
der Gleichung (2) in ® existiert. Setzen wir x = g*, so folgt zur Bestimmung von :: 


6, 
Daraus ergibt sich, daß z der Kongruenz 
zi=(0 mod (p, — 1) 
genügen muß. Ist nun (,p,—1) =1, so ist z=0 mod (p, — 1) die einzige Lösung 
der Kongruenz, d.h. x =e die einzige Wurzel von (2) in ®. Ist dagegen (!, p, —1) =|, 
so hat die Kongruenz außer der trivialen Lösung z=0 mod (p, — 1) noch 1! —1 


mod pe! verschiedene andere. Daraus ergibt sich dann Satz 1. 


Ganz allgemein wird das Irreduzibilitätsproblem von F(x) gelöst durch den 

Satz 2: I/st 1#p Primzahl, ® ein endlicher Körper von p, = p” Elementen, so 
serfällt 

(3) Fa) =! +? +... +6 
in ® und damit auch in t = ®(t) in irreduzible Faktoren m-ten Grades, wenn m der kleinste 
positive Exponent ist, für den pp = 1 mod wird. 

Dem Beweise schicken wir den folgenden einfachen Hilfssatz voraus, der in jedem 
Körper von der Charakteristik p gilt: 

Bedeuten u,v, w,... beliebige Variable, so wird 


(4) (u+v+tw+-.-. "= wet we"... 
Denn alle übrigen Glieder des auf der linken Seite stehenden Potenzproduktes haben 
auf Grund der bekannten Eigenschaft der Polynomialkoeffizienten durch p teilbare 
Zahlkoeffizienten, verschwinden demnach im Körper. 

Ist nun 


(5) fix) = rt +a, 2! + +4 au = (2 — A,) (2 — Au) 
Journal für Mathematik. Bd. 1569. Heft 4. 


3 
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irgendeine ganze Funktion mit Koeffizienten aus ®, deren Wurzeln A,,.... Am sein 
mögen, so daß also 


— a, = 2A, @%,-= ZA Aı, - 4A, = EA; Ar Aı, .. 
wird, so bilden wir die Funktion 
5) Pa) Hart +. +at= (AN): (m — A). 
Die Koeffizienten a* sind als ganze symmetrische Funktionen der A, nach dem Funda- 


mentalsatz von den symmetrischen Funktionen ganze Funktionen der a,,..., a, mit 
ganzzahligen Koeffizienten, werden also Elemente aus ®. Zugleich wird wegen 


— at = EAP, at = ZAMAR, —at = ZAMAmAM,... 
nach Hilfssatz (4) 
ae, 
Da nun für jedes a aus ® a = a wird, so ergibt sich endlich: 
‘un, Fun, =, d.h. 

(9°) fx) = I*(e), 
m. a.W. mit A sind auch A”, A®,... Wurzeln von f(x). 

Ist nun f(x) ein irreduzibler Faktor von F(x) und Z eine Wurzel von f(x), also Z 
eine primitive /-te Einheitswurzel, so sind nach (5’’) auch Z”, zZ”, ... Wurzeln von f(x). 
Ist nun p, primitive Wurzel mod /, so werden durch p,, P3,...,p5!=1 sämtliche 


zu ! teilerfremde Restklassen, demnach durch Z®, Z*, ,. ., 2° — Z sämtliche primi- 
tiven /-ten Einheitswurzeln geliefert. In diesem Falle wird f(x) also durch die Linear- 
faktoren sämtlicher primitiven /-ten Einheitswurzeln teilbar, also f(x) = F(x), d.h. 
F(x) irreduzibel. 
Andernfalls sei 
Fix) = fı(&) fa(®) ° * - Fr(®) 

die Zerlegung von F(x) in seine irreduziblen Faktoren. Ist nun z. B. die primitive /-te 
Einheitswurzel Z, Wurzel von /,(x), so ergibt sich wieder durch Anwendung von Hilfs- 


satz (4), daß auch ZY, ZW... Wurzeln von f,(x) werden, so daß /,(x) durch das Produkt 
m—1 
ı @a)=(@—Z)e—Z) a —Ze ) 

teilbar wird, wenn m die kleinste positive Zahl ist, für die p#»=1 mod! wird. Es läßt 


sich aber darüber hinaus zeigen, daß fı(2) = fi (x) wird. Zu diesem Zwecke brauchen 


wir nur nachzuweisen, daß die Koeffizienten von fi(x) Größen aus ® sind, denn aus 
der Irreduzibilität von /,(x) in ® folgt dann sofort die Behauptung. Setzen wir nun an: 


(x) = #4 a, X Aa Rn = am, 
so folgt unter Berücksichtigung der Tatsache, daß die af” = al (Z, ZW, .. ., zu) sym- 
’ 1, : 
metrische Funktionen von Z, ZU, « ., zis sind, wieder unter Benutzung von Hilfs- 
1 8 
satz (4): 
1 2 
ZZ... ZI) = Ze... Ze = Z,) 
—1 
una: a (Z,. zy, ...|1 zes ), 


0)», 0 
ar _ 0 


d. h. die a‘ sind Wurzeln der Gleichung a” = x. Wurzeln dieser Gleichung sind aber 
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sämtliche p, Elemente von ® und nur sie, da sie nicht mehr Wurzeln haben kann als ih: 


Grad angibt. Damit ist gezeigt, daß die a” Elemente aus ® sein müssen, w. z. b. w. 
Ganz Analoges gilt natürlich für die übrigen irreduziblen Faktoren f,(z), . . ., fr(x) 
von F(x). Da m ein Teiler von ! —1 ist, lassen sich die sämtlichen 2 — 1 primitiven 


.0—1 h u 
Einheitswurzeln in - nn k Reihen von je m konjugierten anordnen: 


so daß die Einheitswurzeln der :-ten Reihe Wurzeln der Gleichung /;(x) = 0 werden, 
also zueinander konjugiert sind. Damit ist der Beweis von Satz 2 erbracht. 

Es ist mir eine große Freude, noch den folgenden schönen, auf die Theorie der 
p-adischen Zahlen zurückgreifenden Beweis von Satz 2 bringen zu können, den ich einer 
schriftlichen Mitteilung von Herrn #. Hasse verdanke, dem ich an dieser Stelle über- 
haupt für manche treffliche Bemerkung zu der Arbeit meinen besten Dank sagen möchte. 


Jeder Körper ® von p, = pP”: Elementen läßt sich als Restklassenkörper nach einem 
Primideal p von m, -tem Grade eines endlichen algebraischen Zahlkörpers k „darstellen“. 
Das vorliegende Problem ist dann so zu formulieren: Welchen Grad haben die irredu- 
ziblen Faktoren von F(x) mod p, wenn leine Primzahl # pist ? Da nun die Diskriminante 
von # — 41 prim zu p ist, ist dieser Grad nach der Henselschen algebraischen Zahlen- 
theorie gleich dem Grad der irreduziblen Faktoren von F(x) für den Bereich von p, d.h. 
im Henselschen Körper k(p). Die Frage ist also: Welchen Grad hat eine primitive /-te 
Einheitswurzel Z über k(p) ? 

Durch Adjunktion von Z zu k(p) entsteht nun ein Henselscher Körper Ä(®), 
nämlich der Körper, der X = k(Z) nach einem Primteiler ®B von p in Ä ebenso zu- 
geordnet ist, wie der Körper k(p) dem Körper k nach dem Primideal p. Da p nicht in 
der Relativdiskriminante von ÄK bezgl. k aufgeht, ist der Grad von K(®) über k(p) gleich 
dem Grade von ® relativ zu p. Dieser letztere Grad ist aber!) der kleinste positive 
Exponent m, für den N(p)" = p$ = p*"=1 mod ist. Dies m ist somit auch der 


Grad von K(®) und damit von Z über k(p), d. h. der Grad der irreduziblen Fak- 
toren von F(x) für den Bereich von p und auch mod p. Daraus folgt dann der Satz 2, 
wenn noch die Bemerkung zu Beginn des ersten Beweises hinzugenommen wird. 
Der Körper 8, läßt sich ganz analog wie ein algebraischer Zahlkörper aufbauen. 
Ich kann mich dabei auf meine frühere ausführliche Darstellung in einer Arbeit über die 
Theorie Galoisscher Körper über fberufen ?). Hier mögen die folgenden Angaben genügen: 
Jede Größe A aus $:; läßt sich eindeutig in der Form 


(6) A=, +2 +0,Z2 +: +4 a. ZH 
darstellen, wo a, . . ., @u-.ı Funktionen aus fbedeuten. Sind die a; ganze Größen aus f 
so ist A eine ganze Größe aus @ und auch nur dann. Dabei ist m der Relativgrad von & 





ı) Vgl. H. Hasse, Bericht über neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie der alge- 
braischen Zahlkörper. Jahresbericht der D. M.-V. Bd. 35 (1926), S. 1-—-5ö, die Sätze 4 und 19. Im folgenden 
zitiert mit „Hasse“. 

2) H. Rauter, Studien zur Theorie des Galoisschen Körpers über dem Körper der rationalen Funk- 
tionen einer Unbestimmten t mit Koeffizienten aus einem beliebigen endlichen Körper. Dieser Band. 
S. 117—132. 
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über f, also zugleich der kleinste Exponent, für den p®=1 mod / wird (Satz 2). Ist 
die Gleichung (5) f(x) = 0 die irreduzible Gleichung, der Z genügt, so folgt nach einem 
bekannten Diskriminantensatze, daß die Diskriminante von f(x), die zugleich die Körper- 
diskriminante von & ist, weil 1, Z, Z2,..., Z"-! ein Fundamentalsystem für & darstellt, 
ein Teiler der Diskriminante von (3) F(x) = 0 wird. Diese letztere ist aber bekanntlich 


I—1 
(7) dF@))=(—1) 2 Pe, 
infolgedessen wird also auch die Körperdiskriminante von 8; eine Einheit in f£. 
Auch die Idealtheorie zeigt einen ganz ähnlichen Aufbau wie in den Zahlkörpern. 
Es gilt auch hier der Hauptsatz der Idealtheorie, ferner die Analoga des kleinen Fermat- 
schen Satzes: 


(8a) a” =amodz in f, 
wenn z ein Primelement in f, «a eine beliebige ganze Größe aus f, bedeutet; ferner 
(8b) A’®W=A mod®ßin 8, 


wenn A eine beliebige ganze Größe aus &,,® einen Primteiler von (z) in 8, |N (®)]| die 
absolute Norm von Bin bezeichnet. Dabei ist |N(®B)| = |z|! = p}’, wenn Bein Prim- 
ideal vom Grade f und n der Grad von z in t ist. 
Die Zerlegung der Primelemente z von f geschieht nun nach folgendem Gesetz: 
Satz 3: Ist n ein Primelement in f, f der kleinste positive Exponent, so daß |n|! = 1 
mod ! wird, so findet in $ı die Zerlegung 


(9) (r) = Pı Pe °P 
statt, wo B}, Ba, - - -, Pu voneinander verschiedene Primideale f-ten Grades bedeuten und g 
durch die Gleichung m = fg bestimmt ist. 

® sei ein Primteiler von z vom Grade f’, so daß N(®) = rn” ist. Ist nun 

A=,+0a,Z+'''+ a. ZU 
eine beliebige ganze Größe aus $,, so daß also «a,, a,, - - -, @%m—ı ganze Funktionen in f 
sind, wird ferner f als kleinster positiver Exponent so bestimmt, daß 
Iz’=1 mod! 

wird, so folgt aus (4), (8a) sofort, daß 


(10) Ar’= A modn, a fortiori also auch mod ® 
für jedes ganze A aus $, wird, d. h. jedes solche A genügt der Kongruenz 
(11) z’=r mod. 


Die Anzahl der mod ® inkongruenten Lösungen dieser Kongruenz ist daher gleich der 
Anzahl der Restklassen mod ®, d.h. gleich |N(P)| = |x|". Nun ist der Grad der Kon- 
gruenz (11) gleich |x|. Da nun auch hier der Satz gilt, daß eine Funktionskongruenz 
mod höchstens soviele inkongruente Lösungen besitzen kann, als ıhr Grad angibt, 
so folgt aus (10) und (11) die Ungleichung 


(12a) rs |rl, d.h. f Sf. 
Andererseits folgt aus (8b) speziell für die ganze Größe Z: 
Z’®A-1=e mod. 
Wäre nun der Exponent |N(®)| —1 = |z|" —1 nicht durch / teilbar, so wäre Zr -1 _ e 
— Z’ —e=0 mod®, also in ® als Größe vorhanden, wobei (a,!) =4, was aber 


nicht möglich ist, da Z" — e als Teiler von l eine Einheit in &:, P also gegen die Voraus- 
setzung gleich (e) werden müßte. Es folgt also: 
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(13) In|"=41 mod |, 
daraus aber nach der Definition von f 

(12 b) i=sT. 

Die Ungleichungen (12a) und (12 b) ergeben schließlich 

(14) i=f. 

Nun ist offenbar 8, ein Galoisscher Körper über f. In diesem Körper gilt aber, 
wie ich in meiner schon früher zitierten Arbeit bewiesen habe, der bekannte Satz, daß 
ein Primideal aus 8; dann und nur dann in höherer als 1. Potenz in einem Primelement 
von f aufgeht, wenn es Teiler der Diskriminante von $; ist. Da nun die Diskriminante 
von &; eine Einheit in f, also durch kein Primideal B aus 8; teilbar ist, so folgt, daß jedes 
Primelement x aus fin 8; in lauter verschiedene Primfaktoren zerfällt. Setzen wir also an: 

(2) = PBı Pa Po, 
so folgt nach (14) durch Bildung der Norm in $&; 
N(a) =n" = NBı) NP) NR) = m’, 
m=f8, 
w. z. b. w. 


8 2. Der Körper 8, der n-ten Einheitswurzeln. 


Es gelingt nun ohne Schwierigkeit, mittels der bisher entwickelten Beweismethoden, 
sofort zu dem Falle überzugehen, wo zu f die n-te Einheitswurzel Z„ adjungiert wird, 
also der Körper &, entsteht, wobei n vorläufig der Einschränkung (n, p) = 1 unter- 
worfen sein soll. Z,„ genügt jetzt also der Gleichung 


(2*) "—e=(, 
und für (3) tritt ein 
(3*) Fr(2) =, 


so daß F„(x) die Funktion ist, deren Nullstellen alle und nur die primitiven n-ten Ein- 
heitswurzeln sind. Wir beweisen 

Satz 2*; Ist ® ein endlicher Körper von p, = pP” Elementen, so zerfällt 

(3*) Fa(&) 
in ®B und damit auch in f = ®(t) in irreduzible Faktoren m-ten Grades, wenn m der kleinste 
positive Exponent ist, für den 

(15) pr=1 modn 
wird. Dabei ist (n, p) = 1 vorausgesetzt. 


Der Beweis kann ebenso geführt werden wie der des Satzes 2. Wie dort genügt es 
auch hier, nur die Irreduzibilität in ® zu untersuchen. Sei also 


(16) fa) =" + a a"! +. +4; 
ein in ® irreduzibler Faktor von F„(x) und Z,„ eine der Wurzeln von f(x). Erhebt man 
f(x) in die p%-te Potenz, so folgt auf Grund von (4) die Beziehung 

(17) Ver = + Wer... +. 
Dies bedeutet, daß mit Z„ auch Z#, Z#°,.... Wurzeln von f(x) = Osind. f(x) wird daher 
durch das Produkt 

(16a) fa) = (2 — Z,)(e — ZU): («ZW ) 
teilbar, wenn m die durch die Kongruenz (15) geforderte Eigenschaft besitzt. Die 
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Zw Zu, ..., 2° sind dabei voneinander verschiedene primitive n-te Einheitswurzeln. 
Setzen wir 

(16 aa) f(x) = 0" +a a0"! + An 
so gilt für die a; als symmetrische Funktionen von Z,, ZW, .. ., zu 

(18) az, Zu... ZU )=alZe, Ze... Zu = Z,) 

— Zu, Zu... 2), 


d. h. die « sind Wurzeln der Gleichung p,-ten Grades 
(19) zz, 


nach früherem also Elemente aus®. Wegen der Irreduzibilität von f(x) muß also f(x) = f(«), 
insbesondere also 

(20) m=m 
werden, w. z. b. w. 

Ganz analog erledigt sich die Zerlegung der Primelemente z von fin 8, durch den 
folgenden 

Satz 3*: Ist n ein Primelement von f, f der kleinste positive Exponent, so daß 
a’=1 modn wird, so findet in $„ die Zerlegung | 


(9) (2) =Bı Pe Br 


statt, wo By, Ba; - - -, Pu voneinander verschiedene Primideale f-ten Grades bedeuten und g 
durch die Gleichung 

(21) m=fg 
bestimmt ist, wo m der Grad von „über F ist. 

Der Beweis des Satzes 3* ergibt sich leicht aus dem von Satz 3, indem an Stelle der 
Kongruenzen mod /! nur die entsprechenden mod n zu setzen sind. 

Lassen wir endlich noch die Voraussetzung (n, p) = 1 fallen und setzen wir etwa 


(22) n = p"n, (n,Pp) =1, 

so zeigt die Beziehung 
(23) "—e=(M eo)", 

daß alle Wurzeln von x" — eauchsolche von x" — e sind und umgekehrt, m. a. W., daß wird 
(24) 8. = Rn. 


$ 3 Der Körper 8, und seine Unterkörper. 

Satz 4: Der Körper R. ist zyklisch. 

Denn aus der Zusammenstellung der Wurzeln der irreduziblen Gleichung (16 a) 
f(x) = 0, der die primitive n-te Einheitswurzel Z, genügt, geht hervor, daß die Galoissche 
Gruppe ® von 8, geliefert wird durch die Substitution 

(25) s= (Zu: Zu) 
und ihre Potenzen s”, s?,.... "—=1. 

Die Heranziehung der allgemeinen Theorie des Galoisschen Körpers über f liefert 


dann leicht noch den 
Satz 5: /st B irgendein Primideal aus 8. vom Grade f, so ist der Trägheitskörper 
von ® identisch mit dem Körper SR, selbst, während der Zerlegungskörper ein Unterkörper 


von R. vom Grade g = 7 wird und zu derjenigen Untergruppe U. von © (der Zerlegungs- 
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gruppe) von der Ordnung [ gehört, die aus den Substitutionen s®, s®,..., s/ gebildet wird, 
wobei s = (Zu: Zu) die erzeugende Substitution der Gruppe © des Körpers $, bedeutet. 

Sei nämlich ® irgendein Primideal aus ®,; dann ist der Trägheitskörper des Prim- 
ideals B bekanntlich als zur Gruppe aller derjenigen Substitutionen 7 zugehöriger Unter- 
körper von $,„ definiert, für die für jede ganze Größe A aus 8, die Kongruenz 


(26) rTA=A mod® 
erfüllt ist. Setzen wir hier für A die ganze Größe Z, selbst ein, so folgt aus (25) und (26), 
daß 
Zu = 8 Z, = Zu= Z, mod® 


werden müßte. Wäre nunr = s’#41, also ze + Z,.. so müßte die Einheit z# — Z„ von 
„im Primideal ®B enthalten sein, worin natürlich ein Widerspruch liegt. Es kann somit 
nur Ss’ = 1 die einzige Substitution der Trägheitsgruppe sein, d. h. aber der Trägheits- 
körper ist der Körper $, selbst. 

Ist B ein Primideal /-ten Grades, so besteht zwischen den Ordnungen r.. r, bzw. 
der Zerlegungs- und Trägheitsgruppe die Beziehung 


r, = fr: . 
Da in unserm Körper r, = 1 ist, reduziert sie sich auf 
(27) Tz = f. 


Die Ordnung der Zerlegungsgruppe ist also gleich dem Grad des Primideals.. Da die 
Zerlegungsgruppe als Untergruppe der zyklischen Gruppe ® selbst zyklisch sein muß, 
so kommen als Substitutionen der Zerlegungsgruppe U; nur die folgenden in Frage: 


(28) U, =1,9,5%@,.... (De, 
Damit ist Satz 5 bewiesen. 


Zum Schluß sei noch darauf hingewiesen, daß die Gesetze der eben behandelten 
Kreiskörper, wohl nicht was den Grad derselben betrifft, aber doch bezüglich der Zer- 
legung der Primelemente x aus f vollkommen mit den Zerlegungsgesetzen der gewöhn- 
lichen Kreiskörper, darüber hinaus aber auch mit der Klassenkörpertheorie überein- 
stimmen. Es würde nämlich $, als Klassenkörper zur Idealgruppe H zu erklären sein, 
deren Ideale a der Bedingung |a|=41 mod n genügen. Dann ist nämlich Satz 9 von 
„Hasse“, in sinngemäßer Anwendung erfüllt. Die dortigen Charakteristiken des Klassen- 
körpers wären in unserem Falle etwa so auszusprechen, daß 

a) alle Primelemente x von faus H in S,. in verschiedene Primideale 1. Grades 
zerfallen; 

b) jedes Primelement x aus f, das in 8, mindestens einen Primidealfaktor 1. Grades 
besitzt, zu H gehört. 

Betrachten wir schließlich die Festsetzung |a| = p}, wo n den Grad der ganzen 
Größe a aus f bedeutet, vom Gesichtspunkte der ‚„Bewertung‘‘ aus, so beruht die vorher 
erwähnte Übereinstimmung wesentlich darauf, daß die ganzen Größen von f bei der Be- 
wertung |a| = pß einen „natürlich bewerteten‘ Integritätsbereich !) bilden. Diese Über- 
einstimmung wird noch in ein besonderes Licht gerückt, wenn man berücksichtigt, daß 
nach derselben Quelle der Integritätsbereich der ganzen rationalen Zahlen und der vor- 
liegende, beide mit dem „absoluten Betrag‘ bewertet, die einzigen natürlich bewerteten 
Integritätsbereiche sind. 


— 


') Vgl. F. K. Schmidt, Zur Zahlentheorie in Körpern von der Charakteristik p. Sitzungsberichte der 
phys.-medizinischen Sozietät zu Erlangen Bd. 58/59, 1926/27, S. 167. 
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Bemerkung zu der Arbeit: „Studien zur Theorie des Galoisschen Körpers .. .“, 
dieser Band, S. 117—132. 


In dieser Arbeit ist von vornherein vorausgesetzt, daß die definierenden 
irreduziblen Gleichungen der Körper & über f nur einfache Nullstellen haben, wie der 
Leser schon aus $ 1 erkannt haben wird, oder daß wir in der Sprache von E. Steinitz 
Erweiterungen erster Art vor uns haben. Dies ist leider nicht direkt zum Ausdruck 
gebracht worden. Insbesondere hätte die Überschrift über Teil A. unmißverständlich 


zu lauten: 
A. Beliebige algebraische Körper erster Art über f. 


Herbert Rauter. 
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Abstrakte Kompositionssysteme oder Übergruppen. 


Von Herbert Rauter in Königsberg i. Pr. 





Vor kurzem hat Herr A. Loewy über eine Erweiterung des abstrakt definierten 
Gruppenbegriffes geschrieben !). Gelangt war er dazu von seinen Studien zur Galois- 
schen Gleichungstheorie her. Ich möchte an dieser Stelle über eine andere mögliche 
Erweiterung des abstrakten Gruppenbegriffes berichten, die auch insofern als natürlich 
anzusehen ist, als sich als Spezialfall die gewöhnliche Gruppe ergibt. Veranlassung zu 
diesen Studien gab mir die Theorie der Quaternionen mit Komponenten aus dem Körper 
der rationalen Funktionen einer Unbestimmten mit Koeffizienten aus einem beliebigen 
endlichen Körper ?). Hier treten im Gegensatz zu den von Hurwitz ?) behandelten 
Hamiltonschen Quaternionen Nullteiler auf, so daß sich ein Bereich ergibt, der sich in 
wesentlichen Punkten nicht unter die bekannten Bereichtypen unterordnen ließ. Bei 
dem Bestreben, die Struktur dieses Bereiches näher zu erforschen, abstrahierte ich zu- 
nächst von einer der beiden möglichen Kompositionsarten (der Addition) und be- 
trachtete den Bereich nur bezüglich der Multiplikation. Durch Herausschälung des 
hierbei vorhandenen abstrakten Tatbestandes ist dann der Begriff der Übergruppe 
erwachsen. 

Zu den Postulaten möchte ich noch bemerken, daß das Postulat 4. ein Null- 
element N in 9 fordert und daß es, falls ich mich an den genannten Bereich halte, einer 
Erweiterung in dem Sinne fähig wäre, daß zu jedem 7#+N aus Sein H+N in 9 
existierte, so daß HH’ = N würde. (Existenz von Nullteilern.) Da dieser Umstand 
aber in der entwickelten Theorie keine Anwendung findet, habe ich davon Abstand 
genommen. 

Ein anderes einfaches (kommutatives) Beispiel für die hier betrachteten Über- 
gruppen ist das Restklassensystem mod p", wenn als Kompositionsvorschrift die gewöhn- 
liche Multiplikation verwandt wird, zugleich ein Beispiel für eine endliche Übergruppe. 


81. Definition des abstrakten Kompositionssystemes oder der Übergruppe. 


Unter einem abstrakten Kompositionssystem oder einer Übergruppe wollen wir eine 
Menge T von Elementen verstehen, die sich aus zwei elementfremden Teilmengen R 
und $ zusammensetzt, wo Ö auch eine Nullmenge sein und R und 9 endlich oder unend- 
lich viele Elemente umfassen können. Die Elemente genügen dabei den folgenden 
Postulaten: 


ı) A. Loewy, Über abstrakt definierte Transmutationssysteme oder Mischgruppen. Journ. f. d.r. u. 
a. Math. Bd. 157, S. 239—254. 
2) H. Rauter, Quaternionen mit Komponenten aus einem Körper von Primzahlcharakteristik. Er- 
scheint demnächst in der Math. Zeitschr. 
°) A. Hurwitz, Vorlesungen über die Zahlentheorie der Quaternionen, Berlin 1919. 
Journal für Mathematik. Bd. 159. Heft 4. 30 
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1. Kompositionsvorschriften. 


Irgendzwei Elemente 7; und 7; aus 7 sollen stets komponierbar sein und dabei 
als Produkt 7;7; wieder ein Element aus 3 ergeben, doch so, daß 

a) das Produkt A; R; zweier Elemente A; und AR: aus R stets wieder ein Element 
aus R ergibt, 

b) das Produkt eines Elementes R aus R mit einem Element 7 aus 9 in jeder 
der beiden Reihenfolgen und das Produkt zweier Elemente #7; und 7, aus 9 stets 
wieder ein Element aus 9 ergibt. 


2. Postulat der Haupteinheit in %. 


In T existiert ein Element EZ, genannt Haupteinheit, so daß für jedes Element 7 
aus TI die Gleichung TE=ET=T gilt. 


3. Postulat des reziproken Elementes. 
a) Ist R irgendein Element aus R, so soll R auch mindestens ein Element A" 


enthalten, so daß RR’ = E wird, wo E die Haupteinheit von % ist. 
b) Ist dagegen H irgendein Element aus 9, so existiert kein weiteres Element 
Tın &, so daß HT =E wird. 


4. Postulat des Nullelementes in 9. 


In H existiert ein Element N (falls $ keine Nullmenge ist), genannt Nullelement, 
so daß für jedes Element 7 aus 3 die Gleichung NT = TN = N erfüllt ist. 


5. Assoziatives Postulat. 
Für irgenddrei Elemente A, B,C aus 7 gilt stets 
A(BC) = (AB)C = ABC. 

6. Postulat der Eindeutigkeit. 


Die Gleichungen T;X = T, bzw. YT„ = T,„ sollen in dem Falle, wo T; =R; 
und 7„ = R„ Elemente aus R sind, außer der sich aus den vorigen Postulaten ergebenden 


Lösung (T; 'T; bzw. T„T»') keine weiteren besitzen. 


Ist T = (R, H) eine Übergruppe, so wollen wir R ihren ARegularitätsbereich, & 
seinen Mantel nennen. Aus den Postulaten 1.a), 2., 3.a), 5. folgt, daß die Elemente 
des Regularitätsbereiches R eine Gruppe bilden. Demnach enthält R nur das einzige 
Einheitselement Z. Weiter existiert für jedes R aus R ein eindeutig bestimmtes inverses 
Element R!, so daß RR! = R-!R=E. Schließlich zieht jede der beiden Gleichungen 
RR,= RR: bzw. RR=R;R, wo R,R;,R; irgenddrei Elemente aus R sind. die 
Relation R; = Rı nach sich. 

Der Regularitätsbereich R ist eindeutig bestimmt als größte in 7 enthaltene 
Gruppe. Denn durch jedes etwa aus Ö$ noch hinzugenommene Element 7 würde ein 
Gruppenpostulat verletzt werden, da zu H kein reziprokes Element existiert. Der 
Regularitätsbereich kann daher durch Adjunktion von Elementen aus 9 nicht zu einem 
umfassenderen Regularitätsbereich erweitert werden. Ist $ insbesondere eine Null- 
menge, so gelangen wir zum gewöhnlichen Begriff einer Gruppe zurück. 


In jeder Übergruppe gibt es Elemente Z, die der Gleichung 
(1) ZZ=Z 
genügen. Sie sollen idempotente Elemente heißen. Z.B. sind die Haupteinheit Z und 


das Nullelement N idempotente Elemente. Innerhalb R ist Z das einzige idempotente 
Element. Tritt in 5 außer N noch ein weiteres idempotentes Element J+N auf, 
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so sind auch alle Elemente A’ JR in 9 idempotente Elemente, wenn A ein beliebiges 


Element aus # bedeutet, denn aus JJ=J folgt (R'JR\R'JR) = R'JRnach Postulat 5. 
Auffallend ist die außerordentlich geringe Verwendbarkeit der idempotenten Elemente 
in der hier entwickelten Theorie, auffallend, wenn man an ihre hervorragende Rolle 
in der Theorie der Algebren von Dickson!) denkt. 


Wir betrachten jetzt den Komplex RT, der durch rechtshändige Komposition 
des Regularitätsbereiches R mit einem festen Element 7 aus T entsteht. Sind R; und Rı 
zwei verschiedene Elemente aus R, so zieht die Gleichung R;T = RT in dem Falle, 
wo T=R ein Element aus ® ist, einen Widerspruch nach sich. Ist dagegen 7 = H 


ein Element aus 9, so ist RH = RıH oder H=R;'RıH existenzmöglich. Sind 
R„ und AR, zwei solche Elemente aus R, daß H = R„H = R„H wird, so folgt auch 
(Rm Rn)H = Ru(RuH) = RmnH = (RuR„) H = H. Daraus folgt, daß diese R eine Gruppe, 
also eine Untergruppe von R bilden. Wir wollen sie die linkshändige Identitätsgruppe 
von H nennen. Z.B. ist die Identitätsgruppe von irgendeinem Element R aus R die 
Haupteinheit Z, diejenige des Nullelementes N der ganze Regularitätsbereich R. Ana- 
loge Betrachtungen gelten natürlich für jeden Komplex TR, der durch linkshändige 
Komposition von T mit R entsteht. Wir gelangen hierbei zur rechtskändigen Identitäts- 
gruppe jedes Elementes 7 aus %. 


Bezeichnen wir die linkshändige Identitätsgruppe von 7 mit {\r, so daß sie defi- 
niert ist durch die Gleichung {fr 7 = T, so können wir R in vordere Restklassen nach 
der Untergruppe {jr von R zerlegen, etwa 


R=Sr+Rfr+R rt... 
Dann wird 
(2) RT=-yT+RST+RITT+--- 


die Zerlegung des Komplexes RT in verschiedene Elemente. Denn jeder Komplex R;\$r 7 
stellt nach Definition von Jr zunächst nur ein einziges Element, nämlich R;T dar, 
speziell \$r 7 das Element 7 selbst. Es können aber auch nicht zwei verschiedene dieser 
Komplexe dasselbe Element darstellen, denn aus R;\$r 7 = Rı‘$r T würdefolgen\yyrT=T = 


R;' RıS$rT=R;' RıT,d.h.R;' R,müßteein Element aus Srsein; daraus würdeaberfolgen, 
daß AR; und Rı zur selben Restklasse nach {}r gehören, im Gegensatz zur Annahme. Die 
Zerlegung (2) liefert demnach die Auflösung des Komplexes RT in verschiedene Ele- 
mente. Ganz ähnliche Überlegungen kann man offenbar mit dem Komplex TR an- 
stellen, indem man nur die rechtshändige Identitätsgruppe und die Zerlegung von R 
nach ihr in hintere Restklassen heranzieht. 


Wir wollen den Begriff der Identitätsgruppe noch an der in der Einleitung ge- 
nannten koramutativen und endlichen Übergruppe, nämlich dem Restklassensystem 
mod p", erläutern. Der Regularitätsbereich dieser Übergruppe ist die prime Rest- 
klassengruppe mod p" von der Ordnung g(p") = p"—!(p — 1). Sein Mantel 9 enthält 
alle durch p teilbaren Restklassen. Es möge nun a ein Repräsentant irgendeiner der 
»(p") zu p* primen Restklassen sein, und aus dem Mantel wollen wir die durch p defi- 
nierte Restklasse mod p" herausgreifen. Laut Definition besteht dann die Identitäts- 
gruppe der Restklasse p aus allen den mod p"* primen Restklassen a, für die die Kon- 


gruenz 


p=ap mod p* 


1) L. E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie. Zürich und Leipzig 1927. 
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erfüllt ist. Hieraus ergibt sich aber für die gesuchten a die notwendige und hinreichende 
Bedingungskongruenz 


a=1 mod p. 
Alle primen Restklassen mod p", die dieser Kongruenz genügen (es sind offenbar 


1+kp"!, k=0,1,2,...,p—-1 ihre Repräsentanten), bilden also die (hier übrigens 
wegen der Kommutativität links- und rechtshändige) Identitätsgruppe der Restklasse 
p mod p". 


Wir betrachten weiterhin diejenigen Elemente M von Rt, die mit 7 vertauschbar 
sind. Sie bilden offenbar eine Gruppe, nämlich den Normalisator Rr von T innerhalb X. 
Aus MT = TM folgt, wenn M zur linkshändigen Identitätsgruppe von 7 gehört, daß 
es auch zur rechtshändigen gehört und umgekehrt. Gehört umgekehrt ein Element 
M sowohl zur links- als auch zur rechtshändigen Identitätsgruppe, so folgt aus MT = 
T= TM, daß es mit T vertauschbar ist, also zu Nr gehört. Daraus folgt, daß der 
Durchschnitt des Normalisators Wr von 7 mit der linkshändigen Identitätsgruppe 
von T gleich dem Durchschnitt von Nr mit der rechtshändigen Identitätsgruppe und 
gleich dem Durchschnitt ®r beider Identitätsgruppen ist. 

Bezeichnet M irgendein Element des Normalisators von 7, so folgt MS? MT = 
M-S@ TM = M-!TM = Tund entsprechend TM-! SP M = T, wenn $% bzw. 37 die 
links- bzw. rechtshändige Identitätsgruppe von 7 bedeuten, d.h. aber, die Elemente 
des Normalisators von 7 gehören zum Normalisator von SP und $%7. Insbesondere 
folgt für den Durchschnitt Dr der beiden letzten M-!DrM = Dr; der Durchschnitt D- 
ist daher invariante Untergruppe des Normalisators Nr von T. 

Indem wir zusammenfassen, erhalten wir das Resultat: 

Die verschiedenen Elemente des Komplexes RT lassen sich umkehrbar eindeutig zu- 
ordnen den vorderen Restklassen von R nach der linkshändigen Identitätsgruppe von T, 
entsprechend die verschiedenen Elemente von TR den hinteren Restklassen von R nach der 
rechtshändigen Identitätsgruppe von T. Der Durchschnitt der links- und rechtshändigen 
Identitätsgruppe von T ist Normalteiler des Normalisators von T. 


Sind H; und Hı irgendzwei Elemente aus $, so wollen wir jetzt die Komplexe 
RH;: und RA, betrachten. Besteht für irgendzwei Elemente A,„ und AR, aus R die 
Gleichung R„H: = RaHs, so folgt H; = Rn RuHr, RH;: = RR Rn)Hı, d. h. aber die Kom- 
plexe RA; und RA; fallen zusammen. Es folgt also: 

Sind H; und Hı zwei Elemente aus 9, so haben die Komplexe RH; und R9Hı ent- 
weder alie oder kein einziges Element gemeinsam. 

Entsprechendes gilt natürlich auch für die Komplexe H;R und HıR. 

Nunmehr folgt ohne weiteres der Satz: 

Jede Übergruppe % läßt eine Galoissche Zerlegung in hintere bzw. vordere Restklassen 
nach ihrem Regularitätsbereich zu: 


(3) TERHRH,AHRH, + -- 


bzw. 


(3°) TER+HR+HRH+:--, 
so daß von den rechtsstehenden Komplexen niemals zwei ein Element gemeinsam haben. 
Zum Beweise können wir uns auf die Zerlegung (3) beschränken. Wir stellen alle 
Komplexe RT auf, wo 7 ein beliebiges Element aus T bedeutet. Da je zwei von ihnen 
nach dem vorigen entweder identisch oder elementfremd sind, behalten wir nur die 
verschiedenen unter ihnen bei. Dann ist jedes Element von T in einem und nur einem 
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dieser Komplexe untergebracht. Jedes Element H von-T befindet sich im Komplex 
%H, der ja auch das Element ZH = H enthält. Sind H; und H: irgendzwei Elemente 
aus 7, so gehören sie dann und nur dann zu demselben Komplex RH; = RH,, wenn es 
zwei Elemente R„ und A„ des Regulariätsbereiches gibt, so daß R„H; = R„H, wird. 
Das Nullelement N von 7 bildet einen Komplex für sich allein. 

Z. B. lautet die Galoissche Zerlegung (3) für das Restklassensystem mod p": 


(4) T-R+RP+NRP + +HRpPPT+0, 


wenn wir hier einstweilen unter R die Gruppe der mod p" primen Restklassen verstehen. 
Zwei Komplexe rechts sind elementfremd; denn sind r, und r, die Repräsentanten 
zweier primen Restklassen mod »*, und wäre etwa 


r,p=r,p’modp", a>b, 
so bestimmen wir zunächst rı aus der Kongruenz r, r; =1 mod p" und erhalten 
p’=rr,p"=rır,p’ mod p*, 
p’(p” — rır,)=0 mod p"®; 
dab <n, würde hieraus rirz„=r=(0 mod p folgen, während doch r auch eine prime 
Restklasse repräsentiert. 
Die Elemente zweier Komplexe rechts in (3) oder (3’) werden im allgemeinen 
nicht umkehrbar eindeutig aufeinander bezogen werden können. Dies ist vielmehr für 


RH:und RH,nur dann der Fall, wenn die vorderen Restklassen von #nach denlinkshän- 
digen Identitätsgruppen .3,, und \},,, umkehrbar eindeutig aufeinander bezogen werden 


können, insbesondere also dann, wenn die Identitätsgruppen übereinstimmen. Immer 
möglich wird es also sein, die Komplexe so zu gruppieren, daß diejenigen, deren Ele- 
mente umkehrbar eindeutig aufeinander bezogen werden können, nebeneinander zu 
stehen kommen. In endlichvielen Schritten möglich ist das immer dann, wenn T end- 
lich ist. Ist nur Xendlich, so wird man nur endlich viele solche Komplexsysteme erhalten, 
da R dann nur endlich viele Untergruppen, also auch Identitätsgruppen besitzt. Ins- 
besondere werden diejenigen Komplexe RH umkehrbar eindeutig auf R bezogen werden 
können, für die die Identitätsgruppe \$z = E gleich der Haupteinheit von T wird. Sie 
würden also als erstes Komplexsystem an den Anfang der Entwicklung (3) von % hin- 
zuschreiben sein. In diesem Sinne können wir dann sagen, daß das System der Kom- 
plexe auf des rechten Seite von (3) geordnet ist. 


$ 2. Isomorphismus zweier Übergruppen. 


Ist R irgendein Element von R, so wollen wir jetzt das System R-!TR betrachten, 
das durch Transformation aller Elemente von T durch R entsteht. Sind 7, und 7, 
zwei verschiedene Elemente von Z, so sieht man sofort ein, daß auch die transformierten 
Elemente R-!T,R und R-!T,R verschieden ausfallen und außerdem 


wird. Auf Grund dieser Beziehungen läßt sich ein einstufiger Isomorphismus zwischen 
Tund R-!TR herstellen, indem dem Element 7 von T umkehrbar eindeutig das Element 


( 
R-!TR zugeordnet wird, das wir der Einfachheit halber mit T bezeichnen wollen. Da 
RTRR=NR und R-!HR = 9, gehen Regularitätsbereich und Mantel von % in sich 
selbst über. Die Transformation von T wirkt sich bei R als (innerer) Automorphismus 
der Gruppe R aus. Ziehen wir die Zerlegung (3) von T heran, so wird 


RITR = R-IRR + RIRH,R + RIRH,R +: -. 
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Nun ist 
: (R) 
RRHR = (R'RR)(R-H,R) = NH, 
so daß wird 

(R) (R) (R) 


(5) TRHRHARH, + -- 


Ferner bleibt die „Ordnung‘‘ der Komplexe erhalten. Denn ist “}z die linkshändige 
(R 
Identitätsgruppe von H, so wird R'$,R die linkshändige Identitätsgruppe von H, 


wie man aus (R "Sy R)(R' HR) = R "3, HR=R "HR sofort folgert. Man kann daher 
die Komplexe in (3) und (5) in der Weise aufeinander beziehen, daß die Elemente zweier 
entsprechender Komplexe umkehrbar eindeutig einander zugeordnet werden können. 


(R) 
Für das System T = R'TR sind offenbar alle Bedingungen einer Übergruppe erfüllt. 


Diese Betrachtungen legen die Aufgabe nahe, das Problem des Isomorphismus 
zweier Übergruppen gleich ganz allgemein anzugreifen. 


Als isomorph werden wir dabei zwei Übergruppen T und T* anzusprechen haben, 
falls sich ihre Elemente umkehrbar eindeutig so zuordnen lassen, daß, falls T, und T 
bzw. T,und T/; zwei Paare zugeordneter Elemente sind, auch die Produkte T,T, und TFT; 
einander entsprechen. 


Durch Überlegungen, die ganz ähnlich verlaufen wie bei Loewy (a.a.0. $ 2), 
gelangt man zu dem Satz: 

Damit zwei Übergruppen T und T* isomorph sind, ist notwendig und hinreichend, 
daß ihre Regularitätsbereiche R und R* isomorph sind und die Komplexe, die bei der 
Zerlegung von T nach R bzw. T* nach R* entstehen, 


T=-R+HNH,+NH, +: 
Tr — N*+ + R*H: + NR*HF + ... 
einander umkehrbar eindeutig zugeordnet werden können. Hierfür ist wieder notwendig 


und hinreichend, daß die Identitätsgruppen zweier entsprechender Elemente H und H* 
sich innerhalb des Automorphismus R > R* umkehrbar eindeutig entsprechen. 


Die vorigen Betrachtungen ergeben den Satz: 


Ist T eine Übergruppe, so ist die Übergruppe R'TR, wo R irgendein Element aus 
N bedeutet, stets zu T isomorph. 


8 3. Die Zerlegung der Übergruppe nach dem Kern des Regularitätsbereiches. 


Wir betrachten diejenige maximale Untergruppe © von Rt, die mit allen Elementen 
der Übergruppe T vertauschbar ist. Zu ihr gehören insbesondere alle diejenigen Ele- 
mente von R, die mit jedem Element von % vertauschbar sind. Wir wollen © den Kern 
des Regularitätsbereiches nennen. Die Zerlegung von R in hintere Restklassen nach 
& möge gegeben sein durch 


(6) R=-Ö+6R,+6R,+:--. 


Weil & innerhalb R invariant ist, bilden die Restklassen GAR; eine Gruppe, nämlich 
die Faktorgruppe R/&. Durch (3) und (6) gelangt man dann schließlich zu der Zer- 
legung: 
(7) T=-6Ö+6GR,+6R, +: 
+64, +6H, +6H, + -, 
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wo H,, H,, H,... geeignete Elemente aus 5 bedeuten. Wir wollen nun die Kom- 
plexe auf der rechten Seite von (7) als Elemente auffassen, für die die Verknüpfungs- 
regeln (wegen T& = ®T) gelten sollen: 

(8) (ST;,)(8T,) = ®GT,;T, = &(T;T;}). 

Auch hier sind zwei Komplexe entweder gleich oder sie haben kein Element gemeinsam. 
Denn hätten die Komplexe 7; und ®T; ein Element gemeinsam, G;T; = GıT,, so folgte 
T;=G; ' GıTx und GT; = &(G; "G4)T; = T;. Wir können uns daher die Zerlegung (7) 
so hingeschrieben denken, daß rechts nur verschiedene Komplexe stehen, so daß 
jedes Element von % in einem und nur einem der Komplexe untergebracht ist. 

Wir wollen nun untersuchen, wie sich unsere Komplexelemente den Postulaten 
einer Übergruppe gegenüber verhalten. Fassen wir die Komplexe ®A; als Regularitäts- 
bereich, die Komplexe 4; in (7) als Mantel auf, so erkennen wir aus den Verknüpfungs- 
regeln (8) heraus, daß die Bedingungen von Postulat 1. erfüllt sind. Da weiter $G($7) =®T 
und ($7T)$ =®6T = GT ist, ist © Haupteinheit in unserem Komplexsystem, das 
wir hinfort mit 3//& bezeichnen wollen, also Postulat 2. erfüllt. Ist weiter GR; 
irgendein Element aus dem Regularitätsbereich von 7//&, so folgt aus GR:GX = 


GORX=6®, daß X = R;" Postulat 3.a) erfüllt. Es existiert also auch zu jedem Element 
des Regularitätsbereiches von T//® ein reziprokes. Postulat 3. b) ist von selbst erfüllt, 
da alle Elemente des Mantels von Z//& im Mantel 9 von T liegen. Da 6N = N, ist 
N auch das Nullelement von 7//&. Postulat 5. ist von selbst erfüllt, weil die Assoziati- 
vität in 3 gilt. Schließlich haben wir noch zu untersuchen, ob in ($R;)(GX) = &7 
die Lösung ®X eindeutig bestimmt ist. Nun folgt aus der Gleichheit zweier Komplexe 
$T; = OT,, daß T; = GT; sein muß, wo G in ®liegt, da in GT; auch ET; = T; auftritt. 
Aus (ÖR)(GX) = GT = GR; X folgt daher R,X = GT, wo Gin Öliegt. Für X ergibt sich 
daraus X =R !GT, oder, wie sich aus der Wahl von ohne weiteres ergibt, X=G*R; Er 
wo G* wiederin liegt, und zwar nach Postulat 5. eindeutig. Dann ist aber ®X = &G* R; 'T 


= GR; "T eindeutig bestimmt, also auch das letzte Postulat für T//® erfüllt. Alles in 
allem ergibt sich der Satz: 

Die Zerlegung von % nach dem Kern © des Regularitätsbereiches ergibt eine neue 
Übergruppe X//®, deren Regularitätsbereich mit den Restklassen ®R; von R nach © über- 
einstimmt, und deren Mantel von den Komplexen ®H gebildet wird, wo H in 9 liegt. 


$ 4. Homomorphismus zweier Übergruppen. 


Wir erweitern den Begriff des Isomorphismus zweier Übergruppen auf folgende 
Weise zu dem des Homomorphismus: 

Zwei Übergruppen T und 3* sollen homomorph heißen, wenn man ihre Elemente 
in Klassen einteilen kann: 


z = R, + ++. 
“ daß sowohl die Klassen von T als auch die von T* untereinander elementfremd sind und 
sich in folgender umkehrbar eindeutigen Weise entsprechen: 


a) Sind T; und Tf bzw. T; und T£ irgendwelche Elemente aus den zugeordneten 
Klassen 8; und ®# bzw. $ı und 8%, so sollen sich die Produkte T; T; und Tf{Tt in zuge- 
ordneten Klassen $, und R$ von T bzw. T* befinden. 

b) Die Haupteinheiten E und E* sollen zugeordneten Klassen von T bzw. T* ange- 
hören, die nur Elemente aus den Regularitätsbereichen von T bzw. T* enthalten sollen. 
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c) Sind T; und T, bzw. T{ und Ti irgendzwei Elemente aus derselben Elementklasse 


von T bzw. T*, so soll T;Tz bzw. TFT£', falls Ty bzw. T£ " existiert, der Elementklasse 
von T bzw. T* angehören, in der sich E bzw. E* befinden. 

Wir betrachten die Elementklasse von T*, die dem Einheitselement E von % ent- 
spricht. Sind 7 und 7%£ irgendzwei Elemente aus ihr, so liegt wegen EE =E nach 
a)auch 7T/ Tr in dieser Klasse. Da sie außerdem nach Definition nur Elemente aus dem 
Regularitätsbereich von T* enthält, ist damit schon gezeigt, daß die Elemente der frag- 
lichen Klasse eine Untergruppe © des Regularitätsbereiches R* bilden. Aus der Sym- 
metrie der Definitionsbedingungen folgt, daß auch die £* entsprechende Klasse in T 
eine Untergruppe ©z+ von R bildet. 


Wir führen nun die Zerlegung von T* in Komplexe nach 3 auf Grund von (3) durch: 
%* = +GR+SERI + -- 
+ GEH? +GERZH3 + OÖER3HF + -- 
+ +&ERFHS +: ;, 
wo insbesondere die erste Zeile die Zerlegung von R* nach © darstellt. Wir betrachten 
für den Augenblick nur diese Zerlegung. Zwei Elemente aus verschiedenen Restklassen 
dieser Zerlegung können auch bei der Klasseneinteilung auf Grund der homomorphen 
Beziehung niemals derselben Klasse zugehören. Denn wären 7} und 75 zwei Elemente 
aus N* in ein- und derselben Klasse der homomorphen Einteilung von T*, so ist nach 
Definition c) TFT} "= G*, wo G* ein Element von ®fist. Daraus folgt ENTE" = Er, 
oder G*"! T# = Ti, so daß 7 und T%£ derselben Restklasse von R* nach ©; 
angehören. Aus Symmetriegründen folgt natürlich, daß auch zwei Elemente aus 


verschiedenen Restklassen der Zerlegung des Regularitätsbereiches R von 3 nach &z-» 
niemals derselben Klasse auf Grund der homomorphen Zerlegung von T angehören können. 


Nun können Elementen des Regularitätsbereiches R von T nur Elemente des 
Regularitätsbereiches R* von T* entsprechen und umgekehrt. Denn entspricht einem 
R; aus R ein Tf, R;' ein Ti aus T*, so folgt aus R;R;' = E nach Definition a), daß 
T; T; = G* ein Element aus 5 sein muß. Die letzte Gleichung zieht aber 7} 77 G'=- E 
nach sich, die aber nach Postulat 3. b) nicht bestehen könnte, wenn 7# oder T7 ein 
Element aus $*, dem Mantel von 3*, wäre. 


Wir betrachten nun ein einem Element A} von R* entsprechendes Element AR; von 
NR. Dann entsprechen sich auch die Restklassen GER? und Gz- R;, weil Gz und Gz- sich 
entsprechen. Mit &z+ R; sind auch alle GE RF zugeordneten Elemente erschöpft, denn es 
war schon vorher gezeigt worden, daß Elemente aus verschiedenen Restklassen von R 
nach ©z» auch verschiedenen Klassen der homomorphen Einteilung angehören müssen. 
Es entsprechen sich demnach die Restklassen von R nach &z+ und die von R* nach ®; 
eindeutig, m. a. W. der Homomorphismus zwischen 3 und T* zieht einen Isomorphismus 
von R/Öz- und R*/®z nach sich. | 

Es bleibt noch übrig, die Zuordnung der Komplexe Gz+H und ©; * zu betrachten, 
wo H bzw. H* Elemente aus $ bzw. $*sind. Der Schluß, daß Elemente aus verschiedenen 
Restklassen ©» 4; und ®z» H, auch zu verschiedenen Klassen der homomorphen Ein- 
teilung von T gehören müssen, versagt hier wegen der Nichtexistenz der reziproken 
Elemente in $. Da aber auch hier mit 7 und H* sich auch &z+H und © H* entsprechen, 
sind jedenfalls Systeme von Restklassen &z+ 4 Systemen von Restklassen G5H4* zuge- 
ordnet. Fassen wir unsere Resultate zusammen, so erhalten wir den Satz: 
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Sind X und 3* zwei homomorphe Übergruppen, so besitzen ihre Regularitätsbereiche R 
bzw. R* zwei Untergruppen Öz+ bzw. ©}, deren Elemente dem Einheitselement E* von T* 
bzw. E von X zugeordnet sind. Zerlegt man T bzw. T* nach Gr+ bzw. GE: 


T=-6r +6rR, +GerR, +: 
+ GrH, + Or H,; + Sr 
= GE +OER+GERS +: - 
so daß die erste Zeile die Zerlegung des betreffenden Regularitätsbereiches nach der ent- 
sprechenden Untergruppe ®x darstellt, so zieht der Homomorphismus von T und I* den 
Isomorphismus der Restklassen von R nach Gr und von R* nach GE nach sich. Inner- 


halb der „‚„Mantelzerlegung‘‘ von T bzw. I* entsprechen jedenfalls gewisse Systeme von 
Restklassen Gr» H aus T gewissen Systemen G&H* aus T*. 





Journal für Mathematik. Bd. 159. Heft 4. 
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Zur Theorie der linearen Kongruenzensysteme. 


Von F. Klein in Barmen. 





Problemstellung. 


In der folgenden Arbeit, die an eine frühere anknüpft !), soll ein Beitrag zu der 
Aufgabe geliefert werden, die Anzahl y(m) der Lösungen des Systems linearer Kongru- 
enzen 


F 
da E% mod m (=1,...8) 
k=1 


zu bestimmen unter der Voraussetzung, daß für jede Unbestimmte x; nur Werte aus 
einem vorgelegten Restklassensystem S;(m) zugelassen werden. In dem Fall, daß jedes 
S;(m) ein vollständiges Restklassensystem mod m ist und somit von den x; nur Ganz- 
zahligkeit verlangt wird, ist die Bestimmung von y(m) vollständig bekannt ?). 

In dieser Untersuchung soll unter noch näher anzugebenden Bedingungen der 
Fall behandelt werden, daß alle S;(m) verkürzte Restklassensysteme mod m sind. Zu 
diesem Zweck wird in $ 1 eine Formel kombinatorischer Natur aufgestellt, die sich auf 
verhältnismäßig allgemeine Kongruenzen- und Restklassensysteme bezieht. Im Hin- 
blick auf die gestellte Aufgabe werden in $ 2 die ersteren durch lineare Kongruenzen- 
und die letzteren durch verkürzte Restklassensysteme ersetzt. Sodann wird in $ 3 auf 
solche Linearsysteme näher eingegangen, für die sich die Bestimmung der Lösungsanzahl 
besonders einfach gestaltet ; dazu gehören beispielsweise die homogenen Systeme. Schließ- 
lich werden in $4 einige Kongruenzensysteme angegeben, die auf Systeme des vorher 
betrachteten Typs zurückgeführt werden können. 

Im folgenden treten nur ganze rationale Zahlen auf. 


$ 1. Eine Hilfsformel. 

Sind x,,.. ., &, ganzzahlige Unbestimmte, so nennen wir die „Stelle“ (z,,... ., 2) 
oder kürzer (x;) von der Art S;(m), wenn jede „Komponente“ x; eine Restklasse von 
S;(m) ist, wo die S;(m) gegebene Restklassensysteme mod m sind. Ferner sei 

(1) .(a)=a; modm (i=1,...,$) 
ein System von s Polynomkongruenzen in den obigen Unbestimmten, wobei also f;(x:) 
für fi,» . ., 2) gesetzt ist. 

In bezug auf die $;(m) und die f;(xx) setzen wir folgendes voraus: 

I. Alle $;(m) umfassen gleichviele, etwa n Restklassen. 





ı) Über die Anzahl der Lösungen von Kongruenzensystemen, dieses Journal Bd. 159, S. 29. (Weiter- 


hin als I zitiert.) 
?) Vgl. z.B. P. Bachmann, Die Arithmetik der quadratischen Formen, I. Abt. (1898), S. 351 fi. 
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Il. Es seis <r. Die dann durch (1) ausgedrückte Abhängigkeit zwischen den x; 
sei derart, daß, wenn für beliebige r — s derselben irgendwelche Restklassen aus den zu- 
gehörigen Restklassensystemen genommen werden, die übrigen x; eindeutig bestimmte 
Restklassen aus den entsprechenden Restklassensystemen sind. Das System (1) besitzt 
hiernach n’— verschiedene Lösungen (z;) von der Art S,(m). 

In jedem $;(m) unterdrücken wir or Restklassen O=<So,=n-—4). Die nicht 
unterdrückten x; bilden ein neues System S;(m) von n — o; Restklassen mod m; die 
unterdrückten x; nennen wir die ausgezeichneten Restklassen von S;(m). Weiter werde 
angenommen, daß für o Werte von k gilt x >0O beil=0o=_r; ausgeschlossen ist also 
der Fall, daß jedes S;(m) mit Sı(m) übereinstimmt. Schließlich werde für 0<Sy=So 
unter D(y) die Anzahl der mod m inkongruenten Lösungen (x) des Systems (1) von der 
Art Sr(m) verstanden derart, daß jede dieser Lösungen genau y Komponenten aufweist, 
die ausgezeichnete Restklassen sind. Ersichtlich gibt D(0) die Anzahl der mod m inkon- 
gruenten Lösungen des Systems (1) von der Art S;(m) an. 

Unser Ziel ist die Aufstellung einer Rekursionsformel für diejenigen D(y), bei 
denen y die kleinere der beiden Zahlen o und r — s nicht übertrifft. Zu diesem Zweck 
unterscheiden wir die Fälle y = 0 und y > 0. Im ersten Fall gilt 


oO 


a=1 
Im zweiten Fall wählen wir die Bezeichnung so, daß gerade für die Zahlen o,,..., o, 
gilt o, > 0; die vorhandenen ausgezeichneten Restklassen kommen also in den Systemen 
$,(m), ... $,(m) 
und nur in diesen vor. Es gibt hiernach soviel verschiedene Kombinationen von je y aus- 
gezeichneten Restklassen wie der Ausdruck 
0] un 0, 
(ve, 7) 
angibt !J. Jede dieser Kombinationen kann zu n’-*-7 verschiedenen Lösungen des 
Systems (1) von der Art $;(m) vervollständigt werden. Im ganzen erhält man auf diese 


Weise 
nn Ph 01°:0, 
(e, 7) 
Lösungen mit wenigstens y ausgezeichneten Restklassen. Diese Lösungen sind aber 
nicht alle von einander verschieden; vielmehr tritt für »> y jede Lösung mit » ausge- 


zeichneten Restklassen ( ,)-mal auf. Somit ergibt sich die Formel 


Dy)n- Yo, > (+ )Dy+a) 
(e,7) al 14 
oder 
0e—Y 
(2) PAGWLIEIELIEIN ET? 
a0 0, 
Setzt man a 


1 ,=1, 
(0,0) 
so gilt (2) auch für y = 0, umfaßt also den ersten Fall. 





!) Es sollen also alle (2) Produkte von y Faktoren addiert werden. die man vermöge der o Zahlen 
9, °°*, @g bilden kann. 


31* 
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Nun sei ® eine feste Zahl, die die kleinere der beiden Zahlen o und r — s nicht 
übertrifft. Dann erhält man aus (2) füry=(,..., ein System von ® + 1 linearen 
Gleichungen in den o +4 Zahlen D(0),..., D(o). Dasselbe kann nach D(0),..., D(w) 
aufgelöst werden. Ist insbesondere r = o und 

1=''=,=0, 
enthält also jedes S;(m) genau o ausgezeichnete Restklassen, so ergibt sich 


(3) D(0) = NG )ator— >> Io SA). 
y0 3=0+1 a=0 


Dabei spielen die D(ß) die Rolle von Anfangswerten. 


$ 2. Lückenzahlen und lineare Kongruenzensysteme. 

1. Der bequemeren Ausdrucksweise wegen nennen wir jede zu m teilerfremde 
Zahl eine Lückenzahl mod m (Lm-Zahl). Diese im Anschluß an Stäckel gewählte Be- 
zeichnung ist aus der Beschäftigung mit dem Goldbachschen Problem erwachsen; ins- 
besondere erhält man die etwas enger definierten Stäckelschen Lückenzahlen r-ter Stufe!), 
wenn man m durch das Produkt der r + 1 ersten Primzahlen ersetzt (p, = 2). 

Es sei 


(4)  ucn= u mod m (i=1,...,s) 
k=1 


ein System von linearen Kongruenzen. Mit (x) werde eine Lückenzahllösung (L„-Lösung) 
von (4) bezeichnet, d.h. ein System von Z„-Zahlen, das (4) genügt. y(m) gebe die Anzahl 
der mod m inkongruenten Z„-Lösungen von (4) an. Weiter sei 


1 
m=]/]p» (&>0) 
v=1 
die Primfaktorenzerlegung von m. Ist dann, was s=<r erfordert, die Koeffizienten- 
matrix (a4) vom Rang s mod p, für »=41,..., A, enthält also (a;,) in bezug auf jedes » 
mindestens eine s-reihige zu p, teilerfremde Determinante, so gilt?) 


A 
(5) y(m) = [ [pt %® y(p,). 
v=1 
Somit genügt es, die Anzahl y(p) der mod p inkongruenten Z,-Lösungen des Systems 
(6) 4a =a modp (i=ÄA,...,s;jsZSr) 
\ = k Ck p 


zu bestimmen, wenn dasselbe vom Rang s mod p ist. Das soll, da diese Bestimmung 
allgemein noch nicht möglich ist, unter der weiteren Voraussetzung geschehen, daß 
(aix) gleichmäßig vom Rang s mod p ist. Dabei nennen wir (a) gleichmäßig vom Rang s 
mod p, wenn jede s-reihige Determinante von (a;) teilerfremd zu p ist ?). 

Nun liegt, falls s <r angenommen wird, der Tatbestand von $ 1 vor, insofern 
man nämlich das dortige Kongruenzensystem (1) mit (6), die dortigen 5; mit vollständigen 
und die dortigen 5; mit verkürzten Restklassensystemen mod p identifizieren darf. Da 
überdies durchweg gilt o, = 1 und für w der Wert r — s —- 1 zulässig ist, geht die dortige 





ı) P. Stäckel, Die Lückenzahlen r-ter Stufe und die Darstellung der geraden Zahlen als Summen 
und Differenzen ungerader Primzahlen. Mit Beiträgen von W. Weinreich. Sitzungsber. d. Heidelb. Akad. 
d. Wissensch. I. Teil 1917, S.6. P. Stäckel und W. Weinreich, Die Darstellung gerader Zahlen als Diffe- 
renzen und Summen von Primzahlen, Abhandl. d. Heidelb. Akad. d. Wissensch. 1922, S. 7. 

2) Vergl. I, $4. Man berücksichtige, daß die verkürzten Restklassensysteme Stämme sind. 

3) Vergl. I, S. 35. 
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Beziehung (3) über in 


(7) n=3 er - By 1 (d)} 
y= =1—$ a 


Dabei gibt D(f) die Anzahl der ganzzahligen Lösungen von (6) an derart, daß unter den 
r Restklassen x; genau ß ausgezeichnete vorhanden sind, für die also gilt 


x=0 modp. 
2. Die Anfangswerte D(ß) können folgendermaßen näher bestimmt werden. Es 


sei Aı eine der Matrix (ax) entnommene s-reihige Determinante; es bezeichne A%” die 
Determinante, die dadurch entsteht, daß man in A, die u-te Spalte (u =1,...,s) durch 


Ay.» ., Qs ersetzt. d; gebe die Anzahl der Determinanten AY an, die zu p teilerfremd 
sind. Man löse nun (6) nach den s Unbestimmten auf, die den Spalten von A: entsprechen 
und entnehme darauf die übrigen r — s Unbestimmten der ausgezeichneten Restklasse. 
Die auf diese Weise entstandene Lösung weist für d; = e genau r — e ausgezeichnete 


Restklassen x; auf. Umgekehrt kann man die so erhaltene Lösung von (6) auf (' = *) 


verschiedene Arten herstellen. Somit ergibt sich die folgende Regel zur Bestimmung von 
D(ß) : Gibt D’(e) an, wieviele von den Zahlen 


d,, ..0., An 


den Wert e haben (O=SeSs), so findet statt 


(8) Bi FE, 


da. 
_) 
$ 3. Spezielle lineare Systeme. 


Für spezielle Systeme (6) gelingt es, die Bestimmung von D(e) recht übersichtlich 
zu gestalten. Dazu gehören die homogenen Systeme und von den inhomogenen im wesent- 
lichen diejenigen, für die gilt 





s=123 r—1. 

Die Behandlung des letzten Falles wird erleichtert, wenn man an (6) gewisse, stets 
zulässige Umformungen vornimmt. Man erhält auf diese Weise eine kanonische Dar- 
stellung, die die charakteristischen Eigenschaften der in Betracht kommenden Kon- 
gruenzensysteme klar hervortreten läßt. 

Durch Auflösung von (6) nach z,,..., 2, ergibt sich 


+ asp =a; modp (i=Ä,...,s$). 
== 1 


Dabei hat die Matrix (ai,), die in der Koeffizientenmatrix des vorstehenden Kongruenzen- 
systems enthalten ist, die Eigenschaft, vollständig prim mod p zu sein, d. h. alle vermittelst 


(ai) gebildeten Determinanten sind L,-Zahlen, insbesondere alle aj.. Vermöge der Sub- 
stitution 


yz=au modp (i=1,...,s) 
yha=auaııı modp (l=1,..,r—s), 
wo entsprechende y und x zugleich Z,-Zahlen bezw. zugleich keine Z,-Zahlen sind und 
«ı der Kongruenz 
GıGı=1 mod p 
genügt, erhält man die kanonische Darstellung 
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r—s ; Sı 
(9) Yi + SD buyn=b mod p (i =1,...,s). 
i=1 
Die Teilmatrix (bu) ist natürlich wieder vollständig prim mod p; überdies gilt 
’ 
x =1 modp 
bi 
-und sonst 
bı==1 mod p- 
Nennen wir das System (6) beständig gleichmäßig vom Rang s mod p, wenn es für 
jede Primzahl p gleichmäßig vom Rang s mod p ist, so zeigt die kanonische Darstellung 
für p=2, daß derartige Systeme nur fürs =A4 unds = r — 1 möglich sind. Umgekehrt | \ 
sind kanonische Systeme vom Rang 1 und r — 1 beständig. F 
Wir wenden uns den angekündigten Spezialfällen zu !). 
1. In bezug auf das homogene System 
(10) N aamn=0 modp (=1,...,s) " 
k=1 
sind ersichtlich sämtliche Determinanten AY\” durch p teilbar; es ist also I 
r 
D‘0) =(/); DI) == Die) = 0 
und somit 
D(r) =1; D(ir—Ai)=:::=D(ir—s) =. 
Die Formel (7) liefert hiernach 
r—s—1 
(11) v(ip)=) (- 17 (7) ed. 
y=0 
I 
2. Es sis =1. Alle Koeffizienten a, der Kongruenz 
(12) 2 um=a modp ’ 
k=1 
sind notwendigerweise ZL,-Zahlen. Hier ist 
D(r) =0, D(r—1)=r füra==0 modp, L 
D(r) =1, D(r—1)=0 füra=0 modp. 
Vermöge (7) findet man hiernach im ersten Fall 
r—2 r—2 
r r—i1 
vi) = I (-W()ermr ml) 
y=0 a=(0 
und ım zweiten Fall 
r—2 r—2 
r r 
= vl) -Len()) 
y=0 a=( 
Setzt man 
” [9 (a==0) 
u li (a=0)' 


ı) Die Formeln (11), (13) und (19) sind in ähnlicher Weise in meiner Dissertation entwickelt 

worden. (Über die Anzahl der Lösungen von gewissen Kongruenzensystemen, Jena 1926. Die nicht im 

Druck erschienene Arbeit ist in Abschrift auf der Universitäts-Bibliothek zu Jena hinterlegt.) Unabhängig 
davon hat etwas später Herr A. Brauer eine weitere Ableitung von (13) mitgeteilt. (Jahresber. d. Deut- 
schen Math.-Ver., Bd. 35, 1926, S. 92 — 94). Siehe auch I, S. 356, Anm. 2. 
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so lassen sich beide Beziehungen in dem Ausdruck 


(13) 2 —— +(—1)D 





zusammenfassen. 
3. Es sei s = 2 und somit r > 2. Das Kongruenzensystem laute 


a. u =4a 
(14) _. mod p. 


Fr TC =b 
k=1 , 


Man beachte, daß a, und 5; nicht zugleich durch p teilbar sein können. In bezug auf die 
Reihen 





a,b, .. 0 a,b 
0,4, . . ., dr@ 


möge es g-mal vorkommen, daß gilt 
ab=bramod p. 
Dann findet statt 


Do) =(2), Dt) =gr—g, DA)=( ,?); 


q 
(r) Dir —1) 1, Dir —2) -(' 7 
2 


Weiter ist q nur der Werte 0, 1 und r fähig. Ist nämlicha=b= (0 mod p, so ist qg =r. 
Ist dagegen b==0) mod p, so würde aus 


| mod p (k, # k,) 


D(r) 


Ak, b = bi, a 
= bi, a 
folgen 
Ak, br, = dı, bi, , 
und (14) würde nicht gleichmäßig vom Rang 2 mod p sein. Demgemäß erhält man aus 
(7), wenn v(p ) durch y(p;g) ersetzt wird, 


v0)=- 2-1) (5 )2 (7). 


- 


er EC H-Fenrlh) 


& 


y(p; r) = 7 (— 1y (5) pr — b (— 1)°(7). 


Zusammengefaßt ergibt sich !) 





—1 —41)pr — (—1 2 a 
(15) y(p;g) = and u \ Sr Er) 
4. Es sei s=r—1. Das Kongruenzensystem liege in der kanonischen Darstellung 
(16) vs +tz=b modp (i=1,...,s$s) 


vor. Ersichtlich weist das System 





ı) Der Wert von » (p;r) folgt natürlich auch aus (11). 
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stı=b modp (i=1,...,s +1;bsı1=0) 
dieselbe Anzahl von ZL,-Lösungen auf wie (16). 
Mit b„ = b„ ist auch x, = %, und die m-te oder n-te Kongruenz kann in diesen Fall 
fortgelassen werden, ohne daß eine Änderung in der Anzahl der L,-Lösungen eintritt. 
Daraus folgt, daß, wenn 


(17) Cy++,Co (u =0, 01) 
die mod p inkongruenten Reste der Zahlen b,,...,ds+ı sind, auch das System 
(18) stı=a (i=1,...,0) 


dieselbe Anzahl von ZL,-Lösungen besitzt wie (16). In bezug auf (18) kann man die 
Anfangswerte D(ß) folgendermaßen direkt bestimmen. Die Kongruenzen 


sel, =0 
bedingen sich gegenseitig; überdies ist dann keine der übrigen o — 4 Unbestimmten 


durch p teilbar. Gilt andererseits ;=0 für einen von o verschiedenen Index ;, so 
sind die übrigen o Unbestimmten nicht durch p teilbar. Es ist also 
Di)=o—A, DA2)=1, D(3)=:::=D(e+1)=0. 

Gemäß (7) ergibt sich hiernach für die Anzahl der Z,-Lösungen von (18) bzw. 
(16) der Ausdruck 

(19) y(p)=Pp—o. 

Die Bestimmung von o = o(p) kann vermittelst eines von Herrn W. Weinreich 
angegebenen Verfahrens !) durchgeführt werden, das nicht nur bei den Stäckelschen, 
sondern auch bei unseren allgemeinen Lückenzahlen anwendbar ist. Da es darauf an- 
kommt, festzustellen, wie oft gilt 


im nn =0 modp (mn =1,...,s +1), 
ordnen wir die (° ii ö Differenzen 


in Form eines Dreiecks A (b:) an: 
| b, bs . . . bs+1 





b, baı baı . . . bs+ 1,1 
b, Das . . . bs+1, 2 
b, bs+1, 8 








Schreibt man in die Felder dieses Dreiecks statt der Differenzen db„„ deren Primteiler, 
so gilt der Satz: Die Anzahl der Zeilen des Dreiecks A (b;), in denen der Primteiler p 
fehlt, stimmt überein mit o(p) — 1. 


$4. Einige Verallgemeinerungen. 
1. Die Kongruenz 


r 


(20) PA %=a mod p 
—=1 


ı) Wegen des Beweises vergl. man P. Stäckel, Die Lückenzahlen r-ter Stufe und die Darstellung 
der geraden Zahlen ...., III. Teil 1918, S. 16ff., außerdem P. Stäckel und W. Weinreich, Die Darstellung 
gerader Zahlen ...., S.14ff. Der Beweis ist insofern abzuändern, als für unsere Zwecke der Zahl 2 
keine Sonderstellung zukommt. (Siehe auch Weinreich-Stäckel, S.7 Anm.) 
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sei nicht gleichmäßig vom Rang 1 mod p (d.h. vom Rang 1, aber nicht gleichmäßig 
vom Rang 1). Unter den r Koeffizienten a; mögen a durch p teilbar sein (a <r). 
Jede Unbestimmte in (20), die mit einem durch p teilbaren Koeffizienten behaftet ist, 
kann alle Z,-Zahlen durchlaufen. Unterdrückt man die Glieder mit durch p teilbaren 
Koeffizienten, so entsteht eine Kongruenz, die gleichmäßig vom Rang 1 mod p ist, und 
die Formel (13) ist darauf anwendbar. Demnach gilt für (20) 





rn 1 va __ | r—a 
up = p- (Fee D). 
Übrigens ist diese Relation auch für a = giltig. 
2. Es seis=r—1. Das System 
aa =a modp (i=1,...,$) 
—=1 
sei nicht gleichmäßig vom Rang s mod p. Wir dürfen annehmen, daß es nach z,,..., 2, 
aufgelöst werden kann. Die Auflösung laute 
(21) u +bxz=b; mod p. 


Gilt ,=b;=0, so findet statt y(p) = 0. Dieser Fall sei ausgeschlossen. Unter den 
s Koeffizienten b; mögen a durch p teilbar sein (a < s). Wie soeben unterdrücken wir die 
diesen Koeffizienten entsprechenden Kongruenzen und erhalten ein System von s—a 
Kongruenzen in s — a + 4 Unbestimmten, das gleichmäßig vom Rang s — a ist und 
dieselbe Lösungsanzahl wie (21) besitzt, die gemäß $ 3 (Fall s=r-—1) bestimmt 
werden kann. 

3. Das System 


(22) a 7 m Fi mod G=1....,8) 
- ’ 
gehe vermöge der Transformation 
t 
(23) =] ]y*modp (k=1A,...,r;r<Sit) 
i=1 
über in 
(24) ayl...y#=a; mod p. 


(23) genüge den folgenden Bedingungen. Die Exponenten eu seien ganze Zahlen, 
ferner weise die Matrix (e,,) wenigstens eine r-reihige Determinante auf, die kongruent 
1 mod p —1 ist. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit werde angenommen 
| 








2 EEE" 
=1modp —1. 
iM - . | 
Dann ist (23) auflösbar nach %,,...,%,, und zwar hängt jedes y, eindeutig von 
Yaıyy“*+3 Yo pr, ab. Somit entstehen aus jeder ZL,-Lösung (x) von (22) 
soviele Z,-Lösungen (y,) von (24) wie der Ausdruck 
(p 1)” 


angibt. Demnach findet man, wenn y(p) die Lösungsanzahl von (22) ist, für die An- 
zahl der mod p inkongruenten L,-Lösungen von (24) den Wert 


(pP — 2 v(p). 
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Über den Zusammenhang zwischen den Systemen 


und ihren Determinanten. 
Von K. Hensel in Marburg (Lahn). 





Bei meinen akademischen Vorträgen über Determinantentheorie wurde mir immer 
deutlicher, daß in Wahrheit das elementare Rechnen mit den Systemen oder Matrizen, 
ihre Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division die wahre und eigentliche 
Grundlage dieser ganzen Theorie und aller ihrer Anwendungen ist, also ein sehr ein- 
faches Gebiet der allgemeinen Arithmetik, die elementare Theorie der Ringe. Erst 
sehr spät treten dann die Determinanten, diese immerhin komplizierteren Zahlengebilde, 
zunächst nicht mit theoretischer, wohl aber mit zwingender praktischer Notwendigkeit 
zu den Systemen hinzu. Im Folgenden möchte ich diesen Zusammenhang zwischen 
den Systemen und ihren Determinanten kurz darlegen. 


I 


Wir betrachten im Folgenden den Bereich R(A,B,C,...) aller Systeme n-ter 
Ordnung A= (a,), B= (bu),..., deren Elemente a,,du,... einem beliebigen 
Körper 8(a,b,...) angehören. Für die Elemente A,B,... von R sind die elemen- 
taren Rechenoperationen der Addition und Multiplikation und damit die durch sie be- 
stimmten der Subtraktion und Division in der üblichen Weise so definiert: 


(1) A+B=(aı+bua),, AB= (2a bu) = (ki), 


wo Av, wie gewöhnlich, das sog. Produkt aus der i-ten Horizontalreihe A; von A und 
der /-ten Vertikalreihe v; von B bedeutet. 

Auf Grund dieser Festsetzungen stellt sich der Bereich R als ein Ring mit nicht 
kommutativer Multiplikation dar. Dieser letzte Umstand bedingt gegenüber den Be- 
reichen mit kommutativer Multiplikation keine sehr wesentlichen Unterscheidungen ; 
sehr wichtig ist aber, daß die vordere und hintere Division, d.h. die vollständige Auf- 
lösung der beiden folgenden Gleichungen: 

(2) AX=B, X=A\B, 

YA=B, Y=BJA, 
im allgemeinen nicht unbeschränkt in R ausführbar ist und, wenn dies der Fall sein 
sollte, nicht eindeutig bestimmt zu sein braucht. 

Dieser Umstand begründet wesentlich die größere Schwierigkeit, aber auch die 
höhere Mannigfaltigkeit und Schönheit der Fragen der Systemtheorie. Die Ausführung 
der Division liefert die vollständige Auflösung eines Systemes von beliebig vielen linearen 
Gleichungen mit beliebig vielen Unbekannten. 
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Die sämtlichen sog. Skalarsysteme: 
a b 
a b 


a i b 
welche in ihrer Hauptdiagonale n gleiche Elemente a,5b,... und sonst lauter Nullen 
enthalten, und welche kurz durch a, b,... bezeichnet werden sollen, bilden einen Unter- 
körper K(a,b,...) von R mit kommutativer Multiplikation, da in ihm auch die Division 


d unbeschränkt und eindeutig ausführbar ist, falls der Nenner a nicht Null ist; in der 


a 
Tat sind hier die Systeme 
b 


a+b, a—b, ab=ba, = 


wieder Skalarsysteme mit den entsprechenden Diagonalelementen. Kfa,b,...) ist 
also zum Elementekörper K(a,b,...) isomorph. Jedes Skalarsystem a ist mit jedem 
beliebigen System A vertauschbar, d.h. es ist stets aA = Aa. 

Wir betrachten nun die Elemente des Ringes R(A,B,...) in seinem Unterkörper 
K(a,b,...)und nennen hier v» Elemente A,, A,,..., A, linear abhängig oder unabhängig 
in bezug auf X, je nachdem zwischen ihnen eine lineare homogene Gleichung 

aA, +9A, +: +4,4,=0 
mit nicht sämtlich verschwindenden Koeffizienten besteht, oder keine solche Relation 
möglich ist. Auf induktivem Wege beweist man ganz einfach, daß mehr als n? Systeme 
A: stets linear abhängig in ÄK sind. 
Dieser Satz besagt ja dasselbe wie der folgende: 
Ein System von u homogenen linearen Gleichungen mit v Unbekannten 


4% = 0 G=1,...,%) 
k=1 
in einem beliebigen Koeffizientenkörper & besitzt, falls u < v ist, wenigstens eine von Null 
verschiedene Lösung (E,,...,&,) in &. 


Für u =1 ist seine Richtigkeit evident, denn eine Gleichung 
Aıfı + ta, = 0 

hat, falls auch nur ein Koeffizient a = 0 ist, die Lösung (0,...,1,...,0), falls alle 
a0 sind, die Lösung (a), — a, 0,...,0) in R. 

Der allgemeine Satz kann dann induktiv so bewiesen werden: Wir nehmen ihn für 
# — 1 Gleichungen mit » — 1 Unbekannten als bewiesen an und zeigen seine Richtig- 
keit für « Gleichungen mit » Unbekannten. Wir können dann offenbar a,, # 0 voraus- 
setzen, und durch geeignete Division der ersten Gleichung a,, zu —1 machen. Fernerkann 
durch umkehrbare Verbindung jener # Gleichungen erreicht werden, daß alle « — 1 
übrigen Koeffizienten von x, Null sind. Von dem so sich ergebenden äquivalenten Glei- 
chungssysteme: 


—ı +Aaal +. + ar, = 0 
Asa Xp - ae E= do, X, = 0 
Alt: + a, =0 


haben die «— 1 letzten Gleichungen n. d. V. eine von Null verschiedene Lösung 
(&a,...,&,) in 8, also auch das ganze System eine solche (£,, &, . . -, &,), in welcher 
£, = 2 a &ı ist, 

32* 








248 Hensel, Über den Zusammenhang zwischen den Systemen und ihren Determinanten. 


Hieraus folgt sofort, daß unter den Potenzen (1, A, A?,..., A”’,...) eines beliebigen 
Systems A stets eine größte Anzahl (1, A,..., A”-!) von linear unabhängigen Systemen 
existiert; d. h., es gilt der Satz: 

Jedes System von R genügt innerhalb K einer eindeutig bestimmten Gleichung 


niedrigsten Grades der sog. Hauptgleichung: 


(3) y(A)=4’+a1,14”" +. +,A+,=0. 

Auf Grund dieser Tatsache können wir die Elemente von R(A,B,...) vollständig 
in zwei Klassen teilen nach der folgenden Definition: 

Ein System A heißt ein Nullteiler, wenn wenigstens ein von Null verschiedenes 
System A’ existiert, für welches AA'=0 ist; A heißt ein Einsteiler oder eine Einheit, wenn 
ein System A’ vorhanden ist, für welches AA’ =1 ist. Im ersten Falle heißt A’ ein 
komplementärer Nullteiler zu A’, im zweiten heißt A’ ein reziprokes System zu A und 
wird durch A” bezeichnet. 

Man erkennt nun sofort die Richtigkeit des folgenden wichtigen Satzes: 


Ein System A ist ein Nullteiler oder eine Einheit, je nachdem das Schlußglied a, 
seiner Haupigleichung y(A) = gleich Null oder von Null verschieden ist. 


Ist nämlich a, = 0, und schreibt man y(A) in der Form: 
(ATT+a 14° +. +0)A=A'A, 


so ist sicher A’=+0, weil y(A) = 0 die kleinste Gleichung für A ist; und da A’ offenbar 
mit A vertauschbar ist, so ist 

AA=AA =(, | 
d. h. A besitzt einen sogar mit A vertauschbaren komplementären Nullteiler, ist also 
ein Nullteiler. Ist dagegen a, + 0, so kann man durch Division mit — a, das Schlußglied 
der Hauptgleichung zu — 1 machen und diese also in der Form schreiben: 


(a, A" +... -+0)A=AA=AA =A, 


d.h. A ist wirklich ein Einsteiler, und das mit A vertauschbare System A’ = A! ist 
ein Reziprokes zu A. 

Hieraus ergibtssich, daß jedes System A entweder ein Nullteiler oder ein Einsteiler sein 
muß. Ist nämlich a, = 0, also AA’ = A’A = 0, und wäre außerdem A auch Einsteiler, 
d.h. z.B. AA =1, so folgte aus der vorigen Gleichung A’(AA) = A’ = 0; ist dagegen 
a, + 0, also AA’= A’A =1, und wäre A auch Nullteiler, d. h. wäre z.B. AA = 0, sofolgte 


entsprechend A’(AA)=0=A. Hiernach ist ein „vorderer Nullteiler“ auch zugleich 
„hinterer Nullteiler‘‘ und umgekehrt. 
Das reziproke System A’ = A" einer Einheit A ist eindeutig bestimmt, da die 


Gleichung AX =1 durch vordere Multiplikation mit A" X=A" ergibt. Dagegen 
hat jeder Nullteiler A im allgemeinen unendlich viele vordere und unendlich viele 
hintere komplementäre Nullteiler A’; denn aus jeder Gleichung AA’ =0 z.B. folgt 
ja für ein beliebiges X, daß auch A (A’X) = 0, daß also auch A’ X ein komplementärer 
hinterer Nullteiler zu A ist, wenn A’ ein solcher ist. 

Es gilt nun der weitere Satz: 

Die Division mit einem Systeme A, d. h. die Auflösung jeder der beiden Glei- 
chungen (2) ist stets und nur dann unbeschränkt und eindeutig ausführbar, wenn A 
eine Einheit ist, dagegen weder unbeschränkt noch eindeutig, wenn A ein Nullteiler ist: 

In der Tat geben ja im ersten Falle für ein beliebiges B die beiden Gleichungen (2) 
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bzw. die eindeutig bestimmte Auflösung: 
X=AB=AT"B Y=BJA= BAT. 
Im zweiten Fall ist dagegen z. B. die erste Gleichung: 
(4) AX=B 
nur dann auflösbar, wenn für jeden zu A komplementären vorderen Nullteiler A’ 
A'AX=0X=A'’B=0 
ist, d.h. in diesem Falle muß auch der Zähler des Bruches X = A\B ein Nullteiler sein, 
welcher mindestens dieselben vorderen komplementären Teiler besitzt wie der Nenner; 
und dies ist sicher nicht für alle Zähler B, z. B. nicht für B=1 erfüllt. Besitzt aber 


diese Gleichung (4) wenigstens eine Lösung X,, so zeigt eine leichte Überlegung, daß 
alle und nur die Lösungen derselben Gleichung in der Form 
X=X,+4” 

enthalten sind, wo A’ alle hinteren komplementären Nullteiler zu A durchläuft, und 
da deren Anzahl im allgemeinen unendlich groß, stets aber > 1 ist, so ist unsere Behaup- 
tung in vollem Umfange bewiesen. 

Die Einheiten des Ringes R(A,B,...) bilden eine Gruppe, denn das Produkt 
und der Quotient zweier Einheiten A und B ist wieder eine solche. In der Tat gehört 
ja unter dieser Voraussetzung zu dem Produkte AB und zu dem Quotienten A!" B bzw. 


das reziproke System B'A" und B”'A; diese sind also Einheiten. Dagegen gilt für 
die Nullteiler offenbar der Satz: Ein Produkt von zwei oder mehreren Faktoren ist dann 
und nur dann ein Nullteiler, wenn wenigstens einer dieser Faktoren ein Nullteiler ist. 


II. 
Auf dem ganzen bisher begangenen Wege ist niemals von den Determinanten 
|A|,]|B|,... der behandelten Systeme A, B,... die Rede gewesen; auf diesem Grunde 


weiterbauend kann die ganze Theorie der Systeme bis in ihre äußersten Feinheiten 
entwickelt, und mit ihrer Hilfe speziell die Auflösung der linearen Gleichungen voll- 
ständig und auf die einfachste Weise geleistet werden. Auf derselben Grundlage läßt 
sich dann auch die Einteilung der Systeme in Klassen nach ihrer Äquivalenz, d.h. die 
ganze Elementarteilertheorie vollständig darlegen. So gelangt man also zu einer voll- 
ständig determinantenfreien Systemtheorie. Wozu braucht man also in dieser Disziplin 
überhaupt die Determinanten ? 

Der Grund dafür ist zunächst rein praktischer Natur, aber dieser Grund ist an 
sich schon zwingend. Zur Entscheidung der Frage, welche unter den Systemen A, B,... 
von R Nullteiler, welche Einsteiler sind, kann man nämlich theoretisch immer ihre 
Hauptfunktionen y(A), y,(B),... bilden, um aus dem Verschwinden oder Nicht- 
verschwinden ihrer Schlußglieder a,, d,, ... zu erkennen, welche dieser beiden Mög- 
lichkeiten jedesmal zutrifft. Aber die wirkliche Bestimmung dieser Hauptfunktionen 
ist im allgemeinen schwer durchzuführen, manchmal praktisch eigentlich ganz un- 
durchführbar. Zweitens kann man aber auch fragen, ob dieses Endglied a, = #(A) 
von y(A) die einfachste Funktion der Systemelemente a;, von A ist, welche durch ihr 
Verschwinden oder Nichtverschwinden darüber entscheidet, ob A Null- oder Eins- 
teiler ist. 

Wir versuchen also jetzt, zu jedem System A = (a;,) eine möglichst einfach be- 
rechenbare Zahl a = 0(A) zu finden, welche ebenso wie das schwer bestimmbare a, 
dann und nur dann verschwindet, wenn A ein Nullteiler ist. 

Dies ist stets und, wenn man wie nachstehend die praktisch einfachste Lösung 
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fordert, auch nur auf eine Weise möglich, und diese so den Charakter von A als Null- 
oder Einsteiler determinierende Zahl a = 0(A) heißt die Determinante von A und wird 
durch | A| bezeichnet. 

Zu dieser einfachsten Bestimmung der determinierenden Zahl führt die folgende 
Aufgabe: 

Für jedes System A = (a;,) soll eine nicht konstante ganze rationale Funktion 

niedrigsten Grades #(A) = 6(a;,) der n? Elemente a;, bestimmt werden, welche 

die charakteristische Eigenschaft hat, daß 

(5) 6(BA) = 0(B)6(A) 

ist. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so ist also der Bereich der Zahlen (#(A), 6(B), 6(C),...) 
dem Ringe R(A,B,C,...) multiplikativ isomorph. 

Schließt man die Annahme, daß #(A) = a für alle A konstant ist, wo a wegen (5) 
der Gleichung a? = a genügen, also Null oder Eins sein muß, aus, so hat diese Aufgabe 
eine einzige Lösung (A) =| A|. 

Der Beweis dafür beruht auf der schon von Kronecker bemerkten und auf induk- 
tivem Wege ganz einfach erweisbaren Tatsache, daß jedes System als Produkt von 
Prim- oder Elementarsystemen €, d.h. in der Form 

A=6&,5,:::&, 
darstellbar ist. 
Als solche Elementarsysteme können die drei folgenden Typen gewählt werden: 


041 | 1 | 1 
10 1: t 


4 4 a 
Alle diese Elementarsysteme außer 7(0) sind für jeden Wert von t Einheiten, denn 
ihre reziproken Systeme sind offenbar 


v’=V, WwW"'=W-0, TW"=T(2), 


weil die Gleichungen V? =41, W(t\W(—ıt) =1, T Wr() = 1 sämtlich erfüllt sind. 


Da aber für 7(0) die Gleichung 7?(0) = T(0) besteht, also T(0)(1 — T(0)) = 0 ist, so ist 
das von Null verschiedene System 1 — 7T(0) ein komplementärer Nullteiler zu 7(0), 
T(0) also selbst ein Nullteiler. 

Hieraus folgt sofort, daß ein System A ein Einsteiler oder ein Nullteiler ist, je 
nachdem es bei seiner Zerlegung in Elementarsysteme keinen oder wenigstens einen 
elementaren Nullteiler 7(0) enthält. Es werde noch bemerkt, daß die vordere Multi- 
plikation eines beliebigen Systems A mit einem Systeme V, W, T die Vertauschung 
zweier Zeilen, die Vermehrung einer Zeile um das t-fache einer anderen, und die Multi- 
plikation einer Zeile von A mit t bewirkt, und daß die hintere Multiplikation von A 
mit je einem von diesen Systemen die entsprechende Veränderung seiner Spalten herbei- 
führt. 

Aus der Zerlegbarkeit aller Systeme in Elementarsysteme ergibt sich nun un- 
mittelbar, daß die Forderung (5) vollständig ersetzt werden kann durch die viel ein- 
fachere, daß nur für jedes der Elementarsysteme € =1,V, Wit), T(t) 


(5a) 6(EA) = d(E) 0(A) 
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für ein beliebiges System A erfüllt sein muß. Hierzu ist nun zunächst festzustellen, 
welche Werte die dem Einheitssystem 1 und dem Nullsysteme 0, sowie die den drei 
Elementarsystemen E zugeordneten Zahlen #(&) notwendig haben müssen. 

Ersetzt man zunächst in der Gleichung (5) B durch 1 bzw. durch 0, so folgt aus 
den beiden dann für jedes A geltenden Gleichungen 


6(A) = 6(1) 6(A), 6(0) = (0) 6(A) 
in Verbindung mit der Tatsache, daß nicht für jedes A (A) = 0 bzw. 6#(A) =1 sein 
darf, daß 


(6) oA) =A, 60) =0 
sein muß. 

Zweitens zeigt man leicht, daß 

(6a) WA()) = gl) =1 


sein muß. In der Tat folgt aus der Gleichung 
1 = (We) W(—-1t)) = 0(Wt)) 6(W(— t)) = lt) g(-t), 

daß der Grad der unbekannten ganzen Funktion g(t) gleich Null, daß also g(t) = a, 
sein muß. Und da fürt=0 W(0) =1 ist, so ergibt sich g(0) = a, =1, w.z.b. w. 

Drittens kann nun bewiesen werden, daß 

(6b) 4(V)= —1i 
sein muß. Zunächst folgt aus der Gleichung V? = 1, daß 

1=0(V?) = 0V)*, 

daß also 6(V) = +1 ist. Daß aber das untere Zeichen gelten muß, folgt aus der un- 
mittelbar durch Ausmultiplizieren zu bestätigenden Gleichung 


1 0\ AA 1 0\/04 10 
(-19)0 19-1960 0)=6-1) 
welche ich nur für zweireihige Systeme zu schreiben brauche, da sie natürlich ganz all- 


gemein gilt. Da hier die drei ersten Faktoren Elementarsysteme W sind, für welche 
6(W) =A ist, und da das System rechts gleich T(— 1) ist, für welches wir sofort 


8(T(—1)) = — 1 erweisen werden, so folgt aus der obigen Systemgleichung sofort 
8(V) = H(T(—1)) = — 1, und damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Endlich zeigen wir, daß nach unserer Forderung notwendig 

(6c) 4(T(t)) =t 


sein muß. Zunächst ergibt sich, daß für die n Systeme dieser Art 7,(t), 7,(t),.. ., 7a(t), 
in welchen das eine Diagonalelement ? an der ersten, zweiten... . ., n-ten Stelle steht, 
die n Zahlen #(7,(t)) alle den gleichen Wert haben müssen. Da nämlich allgemein: 
V5 Tilt) Yu = T,(t) 

ist, weil die vordere bzw. hintere Multiplikation mit dem Systeme V,, die erste und :-te 
Zeile bzw. die gleichen Kolonnen vertauscht, sodaß also beide zusammen das Diagonal- 
element t von V;(t) mit dem ersten Diagonalelemente 1 vertauschen, so ergibt sich aus 
dieser Gleichung durch Übergang zur Funktion ®: 


Vu) ALTicı)) = ATiı)) = OT, ()). 
Ferner folgt, wenn man t= 1 setzt, 0(7;(1)) = (1) = 1, und endlich muß 6(7,;(0)) = 0 
sein. Da nämlich offenbar: 
T,(t)T;(t) 2. T„(t) un$, 
also #(7,(£))” = $(t) ist, so ergibt sich in der Tat: #(7,(0))" = 6(0) = 0, d.h. 6(7,(0)) = 0. 
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Nach der Voraussetzung muß nun 6(T7(t)) = g(t) eine ganze Funktion von ? sein, 


für welche 
1=0(707 (5) =sw(z) 


ist. Ist also A der Grad von g(t), so muß der Grad der gebrochenen Funktion g (*) gleich 


— 2, d.h. es muß g(t) = a;t* sein; es muß ferner, da T(1) =1 ist, g(1) = 1)= a, =1 
sein; und endlich muß der Grad A positiv sein, da 8(7(0)) = g(0) =0 ist. Um uns der 
Forderung, daß 0(A) als Funktion der a,, von möglichst niedrigem Grade sein soll, 
anzupassen, setzen wir versuchsweise A = 1, also g(t) = t. 

Hiernach ist also 0(A) als ganzes Element des Koeffizientenkörpers K(a,ı) so zu 
bestimmen, daß die folgenden aus (5a) und (6)—(6c) folgenden vier Bedingungen 
erfüllt sind: 


9) =A 
(7) (TA) =10(A) 
(VA) = — 6(A) 
(WA) = 6(A). 


Wir zeigen sofort, daß diese Aufgabe eine eindeutig bestimmte Lösung 0(A) =|A| 
hat. Ist dieser Beweis geführt, so lehrt die Substitution A =1 in den drei letzten 
Gleichungen, daß für die so bestimmte Funktion #(A) die Zahlen (7), 6(V), 6(W) 
wirklich die durch (6a), (6b), (6c) geforderten Werte tz, — 1, + 1 haben. 

Es stellt sich nun heraus, daß von den vier Gleichungen (7) die letzte eine Folge 
der drei ersten ist, also weggelassen werden kann. Betrachtet man den vorher 
angegebenenen Zusammenhang zwischen den beiden Systemen TA, VA und A, so 
kann man die drei Forderungen für #(A) in leicht verständlicher Bezeichnung in den 
Gleichungen aussprechen: 


PM. 5 

(7a) Up TTWPRREFEE: VOORRER, E12 NIE VERRHREBEE > NOIR 
d.h. 8 soll eine ganze Funktion des Systemes (a,;,) sein, welche homogen und linear 
ist in den Elementen jeder Horizontalreihe A,, welche bei jeder Vertauschung zweier 
Horizontalreihen ihr Zeichen ändert und welche sich für das Einheitssystem auf 1 
reduziert. 

In bekannter Weise wird gezeigt, daß durch diese drei Forderungen ®#(A) ein- 
deutig bestimmt und gleich der Determinante | A | ist. Aus dem in der Gleichung 
IBA| = |B|: | A| ausgesprochenen multiplikativen Isomorphismus der Determinanten 
zu ihren Systemen, welcher durch unsere Betrachtungen erwiesen ist, ergeben sich alle 
elementaren Eigenschaften der Determinanten unmittelbar durch Spezialisierung dieser 
Gleichung. Endlich erhält man aber aus derselben Gleichung den Satz, welcher unser 
Ausgangsproblem vollständig und einfach löst. 

Ein System A ist Nullteiler oder Einsteiler, je nachdem seine Determinante Null 
oder nicht Null ist. 


II. 


Eine tiefere Einsicht in die Natur der Systeme A,B,C,... und ihrer multipli- 
kativen Beziehungen erhält man erst dann, wenn man versucht, ihnen nicht bloß die 
ihnen multiplikativ isomorphen Zahlen | A |,|B|,|C|,.... sondern allgemeiner multi- 
plikativ isomorphe Systeme 8(A), 6(B), 6(C),... zuzuordnen, für welche also wieder 








Be el, RE Se Sat. 
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die charakteristische Relation 

6(AB) = 6(A) 6(B) 
besteht, wo jetzt natürlich unter dem Produkte rechts das Produkt jener beiden Systeme 
#(A) und 6(B) zu verstehen ist. 

Die Ausbildung der zur Bestimmung der vorigen isomorphen Zuordnung benutzten 
Methoden gibt einen auch für die Anwendungen wertvollen Einblick in diese allgemeinste 
Frage. 

Jedem Systeme n-ter Ordnung A = A" = (aj}) lassen sich nämlich n andere, 
die sog. abgeleiteten Systeme: 


1 1 2 r n 
A” = (ar), AP = (ap), . A” = (a)... A” = (ai) 


zuordnen, deren Elemente bzw. die Determinanten erster, zweiter, ..., n-ter Ordnung 
sind, welche aus dem Systeme A = (a;,) herausgeschnitten werden können, wenn diese 
in den Zeilen und Kolonnen in gleicher, sonst aber beliebiger Weise numeriert werden. 


Die Ordnungszahlen von A”, A®,..., A® sind der Reihe nach 2 A a) RR T- 


das erste abgeleitete System ist A” = A selbst, das letzte A” = | A|, und diese n ab- 
geleiteten Systeme bilden eben die Mittel- und Zwischenglieder zwischen dem System A 
und seiner Determinante | A|. Sie alle haben dieselbe charakteristische Eigenschaft 
des multiplikativen Isomorphismus zu den Systemen A,B,C,... von A, welche, wie 


wir vorher sahen, den zugehörigen Zahlen A” = | A | und so, wie wir dies forderten, 
auch nur diesen zukam. 


Sei nämlich #(A) = (aj-) das System aller Unterdeterminanten einer beliebigen 
r-ten Ordnung des Systemes A, ebenso #(B) = (b{Y-), und sei AB=(C; dann ist also 


(8) (AB) = 6(C) = (di), 


und eine bestimmte Unterdeterminante c), von #(AB) ist in der Form darstellbar: 


ja 
N R ht 
| hy vr, eo», hr: Ur | 
| 
(8a) nr), ze | E | 5) 
| | 
| 7 
| hr vır, 2 h, Une | 


wenn (1’2’...r’) und (1’2’...r’) bzw. die i’-te und die k’”-te unter den Kom- 
binationen zu je r verschiedenen Elementen aus (1 2...n) in natürlicher Reihen- 
folge bedeutet. 

Also ist zunächst cf), die Determinante des Produktes 


(8b) Ay Bet = (hy, he, . . ., hr) (Ur, te)... ., dr) 
aus dem i’-ten Horizontalausschnitte von A und dem %k’’-ten Vertikalausschnitte von B. 

Andererseits folgt aber aus der Determinantendarstellung (8a) von ct), daß sie 
homogen und linear in bezug auf jede der Horizontalreihen Ar, hr,..., Ah, des recht- 
eckigen Systems AY ist, und daß sie bei jeder Vertauschung von zwei Horizontalreihen 
he und hs von AY” nur das Vorzeichen ändert. Hieraus ergibt sich genau, wie vorher 
für den speziellen Fall eines quadratischen Systems A, daß c), homogen und linear 
in den u Determinanten r-ter Ordnung WB... a), von A mit Koeffizienten 


ist, welche nur von dem Systeme Bj abhängen. 
Journal für Mathematik. Bd. 159. Heft +. 33 
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Setzt man aber, um auch diese Koeffizienten zu bestimmen, speziell A; = 1%, 


wo 1%, das zu einem beliebigen Elemente af‘, gehörige Einheitssystem bedeutet, und 
beachtet, daß dann erstens 


(r) (r) (r) 
BD = OR 


ist, wo 5/%. die der Determinante af, entsprechende A-te Determinante in der Reihe 


BR, b,...,bX%) von B% ist, und zweitens, daß dann von den Determinanten 
(a, a... a) nur die h-te gleich 1, alle anderen gleich Null sind, weil jede 


von diesen mindestens eine Vertikalreihe Null enthält, so ergibt sich 5% als der 
gesuchte Koeffizient von af). 
Also erhält man für jede Determinante cY), die folgende Darstellung: 


A a + + 
wo A” und v$? bzw. die i’-te Horizontalreihe von (A) = (a/%) und die k’-te Vertikal- 
reihe von #(B) = (bi) bedeuten. Also ist in der Tat für jedes r-te abgeleitete System: 
6(AB) = (A) O(B). 


So ordnen sich also dem Ringe R(A,B,C,...) aller Systeme n-ter Ordnung aus 
® im ganzen n abgeleitete Bereiche: 


ee ee... ee...) 


zu, welche sämtlich zum ersten unter ihnen multiplikativ isomorph sind, und von denen 
der letzte mit den Determinanten der Systeme A,B,... identisch ist. 

Alle Eigenschaften der Systeme des ersten Ringes R(A,B,C,...), soweit sie sich 
allein auf ihre multiplikative Zusammensetzung und Zerlegung beziehen, und das sind 
die meisten und wichtigsten, weil die System- und Determinantentheorie wie ja auch 
die gewöhnliche Zahlentheorie eine wesentlich multiplikative Wissenschaft ist, haben 
hiernach ihr eindeutiges Abbild in allen abgeleiteten Bereichen R”(A”, B", C”,...). 

So sind z. B. die abgeleiteten Systeme A”, A®,... aller Nullteiler A von R wieder 
Nullteiler, die abgeleiteten aller Einsteiler wieder Einsteiler. Jeder multiplikativen 
Äquivalenzbeziehung und jeder auf eine solche gegründeten Klasseneinteilung in R 
entspricht dieselbe Äquivalenzbeziehung und dieselbe Klasseneinteilung in allen abge- 
leiteten Bereichen AR”. 

Ist der Elementekörper K(a;;, dix,...) speziell so beschaffen, daß in ihm ein- 
deutige Zerlegbarkeit in Primfaktoren besteht, so bestehen zwischen den Systemen von 
R auch Teilbarkeitsbeziehungen, und jede solche spiegelt sich dann ebenfalls in allen 
abgeleiteten Bereichen AR ab. 

Um endlich das vollständige System der Klasseninvarianten für eine solche Klassen- 
einteilung in R(A,B,C,...) zu finden, genügt es in sehr vielen Fällen, die trivialsten 
Invarianten für dieselbe Klasseneinteilung für alle abgeleiteten Bereiche AR” aufzu- 
suchen. Denn diese zusammengenommen liefern dann das vollständige System aller In- 
varianten für R. 

Das Studium der Systeme und ihrer Determinanten von diesem Gesichtspunkte 
aus scheint mir eine einheitliche und gedanklich einfache Darstellung der ganzen Deter- 
minantentheorie zu liefern. 





























Limits for double points of surfaces”. 
Temple Rice Hollcroft in Wells College, Aurora, New York, U.S.A. 





1. Introduetion. 


An algebraic surface as well as an algebraic curve must have an upper limit to 
the number of its double points. The limit for a plane curve results directly from _the 
fact that two curves of orders n, and n, can not intersect in more than n,n, points. 
Such a method will not apply to surfaces, however, since two surfaces intersect in an 
infinite number of points. 


From an arbitrary point P in space may be drawn n(n — 1) (n — 2) inflectional 
tangents and $n(n — 1) (n — 2) (n — 3) bitangents to a general surface f of order n. 
The inflecetional tangents are drawn from P to the intersections of f and the first and 
second polar surfaces of P. Since the second polar surface does not pass through any 
of the double points of f, the number of inflectional tangents is not diminished when f 
has any number of double points. The bitangents are drawn from P through the pairs 
of intersections of f, the first polar of Panda discriminant surface of order (n — 2)(n — 3) 
which expresses the condition that the lines through P have two points of contact 
with /. This discriminant surface does not pass through any of the double points of f 
when it has them, so the number of double tangents from P is not affected by double 
points of f. 

The inflectional tangents and bitangents from any point P to f are respectively 
cuspidal and nodal generators of the tangent cone to / from P. This tangent cone c 
ıs of order n, =n(n — 1) and class m, = n(n—1)?. The class of c and / are always 
equal. The section of ce by an arbitrary plane is a plane curve c, of order n,, class m, 
with 6, = In(n — 1)(n — 2)(n — 3) nodes and x, = n(n — 1)(n — 2) cusps. 

A conie node (binode) of f gives rise to a nodal (cuspidal) generator on c, a node 
(cusp) on c, and reduces the class of f, c, and c, by two (three). 


The method to be used in obtaining limits for the number of conie nodes of a 
surface is to find the number of additional nodes that may be had by a plane curve 
of order n, with ö, nodes and x, cusps. Similar methods hold for binodes and unodes. 

Using Plücker’s numbers only, Basset ?) has determined the maximum number 
of conic nodes of a surface by this method, but it will be shown that for n > 6 these 
limits can not be attained. 





*) Presented to the American Mathematical Society, Sept. 8, 1927. 
?) A. B. Basset, Geometry of Surfaces, (1910), p- 19. 
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Lefschetz!) has shown that the maximum number of independent invariants of 

a surface of order n is 
tn +1)(n +2) (n +3) — 16 
and that an upper limit to the number of distinet conic nodes C and binodes B is 
defined by the relation 
C+2BZS%(n +1)(n + 2)(n +3) — 16 

since each distinct conic node accounts for one and each distinct binode for two invariants. 
These limits are smaller than the Basset limits for n> 6. It will be shown, however, 
that this limit for conic nodes can not be attained when n > 6 or for binodes when 


n>». 


2. The maximum number of conic nodes. 

In aformer paper ?) are found limits for the maximum number of nodes or cusps 
that may be added to the singularities of a plane curve of given order with a given 
number of nodes ö, and cusps x,. In Problem II, the appropriate formula giving the 
maxımum number of nodes is determined by the number of cusps the curve already 
has. Applying Problem II to the plane section c, of the tangent cone to f, since the 
order is nn =n(n—1) and x, =n(n —1)(n — 2) we find forn=A4 

n(n —A)(n —2) S$[2n(n —A1) —YAn(n —1) +13], 
om tn(n —i)(n —2)(3n —5). 

Since the difference between ö„ and ö, represents the maximum number of nodes 
that may be added to the singularities of c,, the maximum number of conic nodes that 
f may have is C = dm — ö, which gives 

(1) C=%n(n—A)(n —2). 
This is an equality for n = 3 and 4, the only values of n for which it holds. 

Similarly frr5 £n<s6 

n(n —A)(n — 2) S 4[8n(n — 1) — 19 + Yi6n(n — 1) — 23] 
öm <tIn(n — 1) (n? — An +5) —5 —VYn(n — 1)(3n — 14) + 25]. 

Subtracting the value of ö, from this, we have 

(2) C<H}[n(n — 1)? —5 — Yn(n —A)(3n — 14) + 25]. 


This is the limit that Basset used for all values of of n. He did not attempt to put 
it into a single expression, but kept the rational and irrational parts separate. By 
giving the positive sign to the radical for n = 4, he obtains the correct number of conic 
nodes, but the radical is imaginary forrn=3. Forn=4,n, =12, x, = 24. This is 
the maximum number of cusps for order 12 and genus 3 or 4. Limit (2) is derived 
from a formula that holds only for agenus p>4 when n = 12. Limit (1) is the proper 
limit for n=4. It happens that limit (2) with the sign of the radical changed and 
limit (1) have the same value for n = 4. 

Limit (2) is derived from Plückers equatins only, For n>14 and 


p=z4(2n —A)+ Vi6n — 23), however, the number of cusps of a plane curve is limited 




















1) S. Lefschetz, „On the existence of loci with given singularities“, Transactions of the American 
Mathematical Society, Vol. 14 (1913), pp. 39—41. 

:) T. R. Holleroft, „Singularities of curves of given order“, Bulletin of the American Mathematical 
Society, Vol. 29 (1923), pp. 407—414. 
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by the greatest number $n(n +3) — 8!) of independent invariants that an algebraie 
curve of order n and genus p >22 can possess. 
Continuing with the application of Problem II, frrn>7 


48n(n —1)—19 + Vi6n(n — 1) — 23] = n(n —1)(n —2) S In(n —A)n—n +3) —4 
m = In(n — 1)(n? —5n +11) —8. 
Subtracting ö, from this, we obtain 
(3) C=3n(n —1) —8. 
This limit gives a smaller maximum number of distinet conie nodes for n > 6 than 
the Basset or Lefschetz limit. The following table shows the maximum number of conie 


nodes given by the three limits for 7=Zn=12. The Basset limits are taken from a 
table in his book. 




















n u B. 11 12 

Basset 114 181 270 383 524 696 

C | Lefschetz | 104 149 20% 270 348 439 
Limit 8) | 9 132 172 247 267 322 


3. The maximum number of binodes. 

Since a binode B of gives rise to a cusp of c,, Problem I ?), to find the maximum 
number of cusps that may be added to the singularities of a curve of given order with 
a given number of cusps and nodes, applies here to determine the maximum number 
of binodes of f. 

Forn=3, 6, =0 and for n = 4, since n, <13, 


Sie ia —-N—-9- ine Dis — Ei Hl. 
Subtracting x, from this, we obtain as the limit for Bforn SA 


(4) B<S H4[2n(n — 1)? — 9 — YAan(n — 1)(4n — 15) + 81]. 

Limit (4) is derived from the Plücker limit for the maximum number of cusps 
of a plane curve. Forn=3,n, =6, x, =6. A plane sextic with no nodes may have 
one more cusp than the number 8 given by the general limit. This is the only exception 
for n> 4. Since a plane sextic with no nodes can have nine cusps, a sextic with six 
cusps can have three additional cusps. Then a cubie surface can have a maximum 


of three binodes. 


Forrn>5 
In(n —A)(n — 2)(n — 3) S }{n(n — 1) — 2][n(n — 1) — 11] — Vi6n(n — 1) — 23, 


4% = In(n — 1)(An — 3) — 4. 


Substracting x, from %„, we obtain 


(6) B<S}n(n —1) —4. 
This is larger than the Lefschetz limit 
(9) BS;u(n +1)(n+2)(n +3) —8 


for n=5 so that limit (5) holds forrn=5. For n>6, limit (6) holds. When 
limit (5) holds and the remainder is 6 or when limit (6) holds and the remainder is 2, 
f may have one conic node in addition to the B binodes. 


!) Lefschetz, loc. eit., pp. 23—28. 
?) Holleroft, loc. eit., pp. 409—410. 
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The ordinary binode at a point P of f has a degenerate tangent ‘cone consisting 
of two planes whose line of intersection, the axis, has 3-point contact with f at P. 
The section of the surface by either biplane is a curve with a triple point at P with 
distinet tangents. These six tangents, three in each biplane, are called the lines of 
closest contact. 

If one line of celosest contact in each plane coincides with the axis, the axis has 
4-point contact with f at P. This special binode consists of two consecutive conic 
nodes. The number of such binodes will be denoted by B,. Since two nodal gene- 
rators of c become consecutive when this singularity is formed, c has a tacnodal gene- 
rator and c, has a tacnode. Then in order to arrive at a limit for B,, we must solve the 
problem — to find the number of tacnodes that may be added to the singularities of a 
plane curve of given order with ö, nodes and x, cusps. 

A tacnode accounts for three invariants among the coefficients of the equation 
ofa plane curve. Using the same inequality as for the number of additional nodes and cusps 


3B,<S}#n(n +3) — 6, — 2%, — 8 
we obtain for n=4 the limit 
(7) B, = 4 (5n? —5n — 16). 


Since the expression in the parenthesis is even, after dividing by six, the remainder 
is even. If the remainder is 4, f may have in addition, one ordinary binode or two conic 
nodes and if the remainder is 2, f may have one conic node in addition. 


For n = 3 there may be four conie nodes, but only two of these can unite to form 
a special binode. In addition to B, = 1, the cubic may have 0, 1 or 2 conic nodes. The 
limit (7) allows a cubic surface to have B, = 2, but one such singularity on a cubic sur- 
face causes the axis to be a singular line involving more conditions on the surface and 
thereby precluding the possibility of another special binode. This does not occur for 
n>3. 

When two of the lines of closest contact of each plane coincide with the axis, the 
axis has 5-point contact with f. This special binode, whose number will be denoted by 
B,, is composed of a conic node and an ordinary binode that have become consecutive. 
This gives rise to a ramphoid cusp on c,, which accounts for four invariants. To find the 
number of ramphoid cusps that may be added to the singularities of the plane curve c, 
with ö, nodes and x, cusps, proceed as before and obtain the limit 


(8) B, S#n(n —1) —2. 
A cubie surface may have B, = 1 and one conic node in addition. 


When all three of the lines of closest contact in each plane coincide with the axis, 
the axis has 6-point contact with f. This special binode, whose number is denoted by 
B,, is caused by two ordinary binodes becoming consecutive. Since an ordinary binode 
of f gives rise to a cusp of c,, this means that two cusps of c, become consecutive. When 
this occurs, an oscnode is formed just as if three nodes had become consecutive. The 
number of invariants accounted for by an oscnode, however formed, is five. Then the 
limit, found as above, is frrn >24 


(9) B<S +, (5n? — 5n — 16). 


A cubie surface may have B; = 1 and one conic node. All these special binodes are 
different singularities and involve more conditions for cubic surfaces than for surfaces 
of higher order. 
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In the case of limits (8) and (9), the surface for n > 3 may have any additional 
singularities that involve no more invariants than the remainder after as many special 
binodes as possible have been assigned. 


4. The maximum number of unodes. 


When the two biplanes of a binode coincide, the resulting singularity is called a 
unode and the pair of coincident planes, the uniplane. The section of {by the uniplane 
is a curve with a triple point whose tangents are the lines of closest contact twice 
repeated. The unode is formed by the coincidence of three conic nodes, two conic 
nodes and one binode or one conie node and two binodes. The number of unodes of 
these three species, called unodes of the first, second and third species will be denoted 
by U, U, and U, respectively. 

A unode of the first species gives rise to a triple point with three distinct tangents 
on c,. Such a triple point is composed of three nodes and accounts for four invariants. 
The limit for U, is therefore the same as that for B,, that is 


(10) Un =S%n(n —1) —2. 


A unode of the second species causes a triple point with two consecutive tangents 
on c,. Such a triple point is composed of two nodes and one cusp and accounts for five 
invariants. The limit for U, is therefore the same as that for B,, that is 


(11) U, 75 (In? — 5n — 16). 


A unode of the third species causes a triple point with three consecutive tangents 
on c,. Such a triple point is composed of one node and two cusps and accounts for six 
invariants. By the same method as for the others, the limit for U, is found to be 


(12) U,<S 725 (dn? —5n — 16). 


In all three cases, the remainder isaneven number and /may have other singularities 
that require no more invariants than the number represented by half the remainder. 

A cubice surface may have one unode of any species as given by the limits, but 
it can not have any other singularity, because on a cubic surface the three lines of closest 
contact lie in the surface and thus the unode is a special kind of singularity involving 
more invariants than when it occurs on a surface of higher order. 


5. Reality of the double points. 


Since all the nodes of a plane curve with or without cusps may be real, all theconic 
nodes of a surface may be real. It may be necessary, however, that some of the inflec- 
tional tangents to the surface from any point be imaginary irrespective of whether the 
conic nodes are real or imaginary. 

A cubic surface with four conic nodes may have all the inflectional tangents from 
any point real, but in that case, each plane section of the tangent cone from any point 
must have two isolated bitangents. 

In the case of a quartic surface with 16 conic nodes, only eight of the 24 inflectional 
tangents to the surface from any point can be real. The plane section of the tangent 
cone to such a surface has no inflections or bitangents. 

The quintic surface with the maximum number 34 of conic nodes must have at least 
12 of its 60 inflectional tangents from any point imaginary. 

For n < 6, all the inflectional tangents and bitangents from any point to a surface 
with the maximum number of conic nodes may be real. 
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For certain values of the order, class and genus, some of the cusps of a plane curve 
must be imaginary. The conditions under which this occurs have been found in a former 
paper !). 

Since under certain conditions, some of the cusps of a planecurve must beimaginary, 
the reality of the binodes of a surface and of those singularities involving binodes need to 
be investigated. 

The following theorem will be proved: 


Theorem I. For an algebraic surface, all double points of whatever kind within the 
limits given in the foregoing sections may be real. 

This will now be established in the case of binodes. 

For a cubic surface, the plane section of the tangent cone is a sextic with six cusps, 
so that the surface may have three binodes causing the plane sextic to have nine cusps. 
When a plane sextic has nine cusps, six of them must be imaginary since it is the recipro- 
cal of an elliptice cubie. But these six imaginary cusps may be determined by the six 
inflectional tangents to the cubic surface which in that case would be three pairs of con- 
jugate imaginary lines. When that is true and then only can all three of the binodes of a 
cubie surface be real. This may be stated as 

Theorem II. From every point in space, the six inflectional tangents to a cubic surface 
with three real binodes are imaginary. 

For n = 4, the maximum number of binodes is 8. In this case, m, = n, = 12, the 
plane section of the cone is self dual and all its cusps may be real. Then for a quartic 
surface with 8 binodes, all of its inflectional tangents and all eight of its binodes may be 
real simultaneously. 

For n = 5, the maximum number of binodes is 20. A plane section of the tangent 
cone has m, = n, = 20, is therefore self dual and all of its cusps may be real. Then the 
quintic surface with 20 binodes (or any number less than 20) may haveallof itsinflectional 
tangents and all of its binodes real simultaneously. 

For n> 6, the maximum number of binodes is given by the limit (6). The plane 
section of the tangent cone from any point is a curve of order n, = n(n — 1) and genus 


p=tn(n —1)(4n —15) + 6 
when the surface has the number of binodes given by limit (6). It has been proved ?) 
that for a curve of order n, and genus p, if 
p=}(2n, —3 + Y24n, — 7A) 
all of its cusps may be real. Substituting the above values of n, and p for the plane section 
of the tangent cone in this limit, we obtain 
n(n —A)(4n — 19) — 2 (Y24An (n —1) - 1 —15)=>0 


which is satisfied for all values of n>5. Then for n> 6, any number of binodes up to 
and including the maximum and all of the inflectional tangents of the surface may be 
real simultaneously. 

Then for all values of n, all the binodes that a surface can have may be real and at 
the same time, except for n5, all of the inflectional tangents from any point may 


be real. 








ı) Holleroft, „On the reality of singularities of plane curves“, Mathematische Annalen, Vol. 97 
(1927), pp. 776—787. 
) Holleroft. loc. eit., Mathematische Annalen, Vol. 97, p. 784. 
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The special binodes B,, B,, Bg and the unodes all give rise to a plane curve section 
c, of higher genus than the above limit, so that all the binodes involved may be real. 
Since the conic nodes involved may also be real, these special double points of a surface 
may be entirely real. 

Theorem I is therefore established. 


6. Conseeutive double points. 


When any number of double points of a surface move in the surface into coinci- 
dence along given directions, the double points are said to be consecutive. The singu- 
larity thus formed is still of the second order. 


Each conic node when distinct accounts for four conditions, three of which are 
necessary to determine the position of the point. If the position is not given, the three 
variables may be eliminated from the four equations of condition giving one invariant. 
Two distinet conic nodes account for a total of eight conditions when the two points are 
given. Now let the two conic nodes move into coincidence in the surface and along a 
given direction. The given direction is determined by four conditions, but since it passes 
through the ultimate position of the singularity, only two conditions in addition to the 
position of this point are necessary. This point is determined by three conditions, so a 
total of five conditions are necessary to determine the point and the direction of approach. 
This number taken from the total of eight conditions for two distinct conic nodes, leaves 
three conditions which are invariants accounted for by two consecutive conic nodes if 
the position of neither the point nor the line of approach are given. 

Likewise, if any number d of conic nodes move into coincidence along given direc- 
tions, three conditions are necessary to determine the ultimate position of the singularity 
and two to determine the position of each direction. If the position of the point and all 
the directions of approach are given, the d consecutive conic nodes account for 4 d con- 
ditions, the same as if they were distinet. If none of the positions are given, the singu- 
larity accounts for 


4d —3—2(d—1) =2d—1 invariants. 


Since a surface may have a maximum of 4 (n + 1) (n + 2)(n + 3) — 16 invariants, 
an upper bound to the number of consecutive conie nodes is given by 


2d—1=S4(n+i)(n+2)(n +3) — 16 
which reduces to 
dS ;% [(n+1)(n +2)(n +3) — 10). 


A much smaller limit than this is given by the plane curve section c, of the tangent 
cone from any point. When d conic nodes become consecutive on f, d nodes become 
consecutive on c,. The d consecutive nodes on c, account for 3d — (d —1)—2=2d—1 
invariants. In the same way as the previous limits were determined, the limit for the 
number of consecutive conic nodes on a surface with no other singularities is found to be 

(13) ds }(5n? —5n — 14). 

Limit (13) is smaller than the above limit for all values of n. 

One binode may become consecutive with any number of conic nodes, but when 
more than one binode becomes consecutive all the binodes involved if the number is even 
(or all but one if the number is odd) are changed to conic nodes in the ratio of three conic 
nodes for two binodes. The resulting singularity is the same as if this number of conic 


nodes had become consecutive. On c,, cusps are changed to nodes in the same ratio. 
Journal für Mathematik. Bd. 159. Heft 4. 34 
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Let 5, b,, d5, bg represent the number of consecutive binodes whose axes have 3, 
4, 5, 6 point contact respectively with the surface. The following limits, found as before, 
give the maximum number of consecutive binodes of each kind. 


(14) b= 4 (5n?—5n — 14) 
(15) b,S 4 (In? —5n — 1A) 
(16) bs SZ 35 (dn? —5n — 14) 
(17) be 15 (dn? —5n — 14). 


If two unodes of the first species become consecutive, two triple points, each with 
distinct tangents of c, become consecutive. Since u, consecutive triple points on a plane 
curve account for 5u, — 1 invariants and since there may be as manyas$n(n —1) —8 
invariants among the coefficients of the equation of c, when f has no singularities, there 
results 


(18) u, = 75 (In? —5n — 14) 


as the upper limit to the number of consecutive unodes of the first species for a surface 
of order n with no other singularities. 


Unodes of the second species have two tangents of the triple point in the uniplane 
consecutive and their projections on c, are triple points with one cusp. Since u, conse- 
cutive triple points of this kind on a plane curve account for 6u, — 1 invariants, we 
obtain the following limit giving the maximum number of consecutive unodes of the 
second species for a surface of order n: 


(19) u, < 45 (in? —5n — 14). 


Unodes of the third species have all three tangents in the uniplane consecutive 
and each projects into a triple point of c, containing two cusps. When two such triple 
points of a plane curve become consecutive, the singularity formed is the same as if two 
triple points (each containing one cusp) and a node all three became consecutive. Then 
if u, triple points each containing two cusps become consecutive, the resulting singularity 
accounts for 7u, — 1 invariants. There may, then, be as many as 

(20) u ZZ 24 (dn? —5n — 14) 
consecutive unodes of the third species for a surface of order n. 

In each case for consecutive conic nodes, binodes or unodes, when the value of n is 
such that the limits are inequalities, the surface may have additional singularities 
to the number allowed by the remaining invariants. 


7. Double points as components of higher multiple points. 


The condition that a surface f have an r-fold point at P whose tangent cone has 
no multiple generator is that f and all its partial derivatives up to and including the 
(r —1)st vanish at P. Of these +r(r +1)(r +2) relations, three are necessary to 
determine the position of the point, but if the point is variable, its three independent 
coordinates may be eliminated from the 4r(r +1)(r +2) relations in $r(r +1)(r +2) —3 
independent ways giving rise to this number of invariants. 

The constituents of an r-fold point P, on a surface when the tangent cone at P, 
is non-singular are 


C=4r(r—1)2, B=0!). 





!) Basset, loc. cit., p. 134. 
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When distinct, each conic node accounts for one invariant. The combination of 
+r(r — 1)? conic nodes in an r-fold point, however, accountsfor only4 (r +1) (r + 2)— 3 
invariants of which r — 2 occur because of the coincidence of these conic nodes. Sub- 
tracting the remaining invariants from C we obtain 


= 2er —3)r +1). 
This number C, is the number of dependent conic nodes in an r-fold point. Denoting 
the number of independent conic nodes by C,, we have 
C‚=#(r+1)( +2r —6). 
Forrzil, C,>C. 

This has no analogue in the plane. For a plane curve, a node always accounts 
for one and only one invariant whether it be distinet or combined in any way with 
other multiple points to form a higher singularity. 

Using the limit for the maximum number of distinet conic nodes of a surface of 
order n and the formula for (a) the total number and (b) the number of independent conic 
nodes in an r-fold point, we obtain: For a point of given multiplieity r, the greatest order 
of the surface for which the total number of conie nodes exceeds the maximum number 
of distinet conic nodes a surface of the order can have, is given by the limit 


(a) n < 5 [5 + Y20r (r — 1)? + 345]. 


For a point of given multiplicity r, the greatest order of the surface for which the total 
number of independent conic nodes in the r-fold point exceeds the maximum number of 
distinet conic nodes a surface of that order can have, is given by the limit 


(b) n = 35 [15 + V60 (r + 1) (r? + 2r — 6) + 3105. 
If the tangent cone of an r-fold point has a multiple generator of order g, (q — 1)? 
conie nodes are changed to binodes and if 2 of the tangent planes to the cone along this 


generator coincide, £ — 1 additional conic nodes are changed to binodes. The maximum 
number of binodes 





B=(n—2)(n —3) 


that may occur in this way, however, is less for all values of n than the maximum 
number of distinet binodes. 
Whenr=n—A, 


= I(n—A)(n —2)?, C,=4n(n—T), C,=4+(n —3)(n —4)(2n —1). 


For n> 9, the total number of conie nodes in the (n — 1)-fold point is greater than the 
maximum number of distinct conie nodes for a surface of order n, and for n > 15, the 
number of independent conic nodes in the (n — 1)-fold point is greater. 

In addition to the (n — 1)-fold point, special surfaces may have additional distinet 
double points, but they now involve more conditions than usual for each double point 
added requires that the line joining it to the (n — 1)-fold point lie entirely within the 
surface. 


8. Existenece of the surfaces. 


If a plane curve exists, the cone with any point as vertex and this curve as 
a plane section exists. Further, if all tangent cones to a surface exist, the surface 
exists. Then to establish the existence of a given surface, it is necessary and sufficient 
to prove that a plane section of its general tangent cone exists. The existence of 
surfaces with distinet conic nodes or binodes then depends directly on the existence 
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of plane curves with distinct double points. Positive formal proof for the existence of 
most of these plane curves is as yet lacking, although, negatively, there seems to be 
nothing to interfere with the existence of those plane curves with distinct double points 
that satisfy the necessary conditions. 

Cubic and quartic surfaces with any number of conic nodes up to and including 
the limits 4 and 16 respectively exist. The two surfaces with the maxima 4 and 16 respec- 
tively both exist because the sections of their tangent cones are plane curves with the 
maximum number of cusps and of genus not greater than the genus p, for which the 
number of bitangents and inflections are a minimum. Formal proof of the existence of 
plane curves with any number of cusps up to and including the maximum and of genus 
p < p, has been given by both Lefschetz !) and Coolidge ?), but none of these curves can 
be plane sections of tangent cones of surfaces with the maximum number of conic nodes 
or binodes and of order greater than five. 

The existence of surfaces with special binodes, unodes and all other singularities 
depends on the existence of plane curves with certain singularities and the existence 
of these depends on the existence of plane curves with distinet double points, since a 
plane curve with any singularity can be transformed birationally into a plane curve 
with distinct double points. 

The existence of a surface with a simple multiple point is known, since the equation 
of such a surface can always be written. 


1) Lefschetz, loc. eit., pp. 33—39. 
2) J. L. Coolidge, „On the existence of curves with assigned singularities“, Bulletin of the American 


Mathematical Society, Vol. 28 (1922), pp. 451—455. 
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